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o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-

fristig - leider nicht beim Test!

6.1 Multiple Choice Fragen
a)

0 0
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Parametrisierung entlang des Kreises: r = | 2sint
0
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ds:%dt: 2cost dt und b = 2cost
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$ob-ds = fo% 4(sin®t + cos? t)dt = 4 fo% dt = 87

¢)

$o T t—mdw = ¢, M"wdw = 0 da alle Pole (w = 4, —3) auflerhalb C' ist.
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foﬂ”*“’ dw =
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6.2 Differentialoperatoren

a)
Kartesische Basis: e; =X, e3 =¥, e3 = 2.
Kugelkoordinaten: (2'%, 22, 23) = (1,0, ¢)

Transformation der Koordinaten: ' = rsinfcos ¢, 2> = rsinfsin ¢, 2 = r cos 6.

. . J
Transformation der Basis: e’ = g:f”ej

el = gf,lelJr 8I1e2+ 8Ileg, =sinfcos¢pe; + sinfsinpes + cosbes

! dz!

€ = gyzel + imez + gx,zeg =rcosfcospe +rcosfsinpey —rsinfes o — (ejesey) =

o Oz Oz
€3 = 53€1 + o€ + sozez = —rsinfsinge; +rsinfcosgey
- i _ 0zt
wobei a'; = 57
b)
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Die Transformationsmatrix A ist eine orthogonale Matrix. (AT A — diag(1,r2,72sin?#4)).

Die Inverse: g~! — diag(1,1/r%,1/(r?sin®6)) = {¢g"}

dw = 2mig %(w2 + w)|w:1/2 =2mi 12w + 1)|w:

(e1 (D) 63) A
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Differentialoperator: T = i ga = @ 1 DT

€jg" 5251 (x) = ejgiiak; o p(x) = e alig¥a¥; FEri(x) = e 6" Fr(x) = " o ip(x) = Vib(x)
——
=Ag-lAT=A(ATA)-1AT=I

In Kugelkoordinaten

€9 5om(x) = e 0 (x) + e’ LIpt(x) + e iy dsv(x) .

Anmerkung 1:

Die Transformation des Differentialoperators, % =a’ 1%7 ist gleich als die Transformation der Basisvek-
toren e} = a’;e;.

— (%, %, 8%3) ist eine kovariante Vektor, d.h. 9; = 8961- und 9] = Bm‘

In Allgemeinen ist der Gradient durch Vi(x) = €'0;¢(x) = e”B’w( ) gegeben.

Anmerkung 2 : Wenn die Basisvektoren normiert sind (d.h. &" =", &’ = Le’, &% = —_L_e? ), gilt

Vip(x) = &" 9,1p(x) + &7 19p(x) + &% 155 051(x)

6.3 Satz von Green

a)

Parametrisierung: z = x(t) + iy(t)
. i - d i d
$o f(2)dz = [, (u+iv) (t(iTt_FZdit/) dt = [ (udt vdt )dt +i [ (veE + ull)dt

—fc< U)(gz;gz )dt—i—ifc( Z)(fé% )dt=§cb1-ds+z’§cb2-ds
b)

Satz von Green (stokessche Integralsatz in 2D):

§C b1 -ds = fF(6$b21 - 8yb11)dA = fF(—az’U - c')yu)dA

fC b2 -ds = fF(axb22 - (9yb12)dA = fF(Bxu - 8yv)dA

Fiir analytische Funktionen gilt die Cauchy-Riemann-Gleichung: 0,v = —0yu und dyv = O u.

$o f(2)dz = [p(=0,v — yu)dA + i [ (Dpu — Oyv)dA = [(Oyu — Dyu)dA + i [(Dpu — Opu)dA =0

Anmerkung: Cauchy—Riemann—Gleichung
f(2) ist eine komplex-differenzierbare Funktion

= f(z) = limg,—0 M Das glit fiir beliebige Richtung der Anderung dz.

fletdr)—f(x)

0)(0) _ iy, o Lt (@)

z.B entlang der reellen Achse oder entlang der imagindren Achse f/(z) = limgz—0 iy

— 0f(2)/0x = —i0f(2)/0y — 0yv = —0yu und Oyv = Jyu.

6.4 Residuensatz

a) Parametrisierung: z = Re®
izt ™ exp(iRe'’t) d 7 exp(iRt cos 0—tRsin 0) 0
Ifcl Ij:? 2zszdz = Jo mrev—sirer— @080 = Jo T Rreri—imer g Redf
m Limes R — o0,
R?e¢*% — 2iRe'? — 2 — R* — o0
|exp(iRtcosh)| =1
Rexp(—tRsinf) — 0 wenn 0 < 0 <7 (da ¢ > 0 und siné > 0) oder Rexp(—tRsinf) - R wenn § =0, w

‘th

hmR_}OO fCl 22— 2zz QdZ =0
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