
Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2015W

7. Tutorium - Lösungen 11.12.2015

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

7.1 Multiple Choice Fragen

a)

∫ ∞

−∞
δ(2x)

1√
4 + x2

dx

︸ ︷︷ ︸

y=2x→dx=(1/2)dy

=
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b)

∫ ∞

−∞
δ(x2 − 1)exdx

︸ ︷︷ ︸

y=x2−1→dy=2xdx

=

∫ −1

∞
δ(y)ex(y)

1

2x(y)
dy

︸ ︷︷ ︸

Wennx→ −∞, y → ∞ und

wenn x→ 0, y → −1

+

∫ ∞

−1

δ(y)ex(y)
1

2x(y)
dy

︸ ︷︷ ︸

Wenn x→ 0, y → −1 und

wennx→ ∞, y → ∞

= −
∫ ∞

−1

δ(y)ex(y)
1

2x(y)
dy

︸ ︷︷ ︸

Für −∞<x<0,y=0wenn x=−1

+

∫ ∞

−1

δ(y)ex(y)
1

2x(y)
dy

︸ ︷︷ ︸

Für 0<x<∞,y=0wenn x=1
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2 = 1
2 (e+ e−1)

c)
∫∞
−∞

∫∞
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∫∞
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d)
∫ ∞

−∞
H(4− x2)dx

︸ ︷︷ ︸

y=4−x2→dy=−2xdx

=

∫ 4

−∞
H(y)

(
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dy

︸ ︷︷ ︸

−∞<x<0

+

∫ −∞

4
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︸ ︷︷ ︸

0<x<∞

=
∫ 4
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√
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∣
∣
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oder

∫ ∞

−∞
H(4− x2)dx

︸ ︷︷ ︸

H(4−x2)=1 wenn −2<x<2

=
∫ 2

−2
dx = 4

e)
∫∞
−∞

∫∞
−∞H

(

R2 − x2

a2 − y2

b2

)

dxdy = (Fläche der Ellipse: x2

a2R2 − y2

b2R2 < 1) = πR2ab

oder
∫∞
−∞

∫∞
−∞H

(

R2 − x2

a2 − y2

b2

)

dxdy =
∫ aR

−aR
2b
√

R2 − x2

a2 dx = b
a

∫ aR

−aR

2
√

a2R2 − x2dx

︸ ︷︷ ︸

Fläche des Kreises mit Radius aR

= πR2ab

f)
∫∞
−∞

∫∞
−∞ δ

(
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b2

)

dxdy =
∫∞
−∞

∫∞
−∞
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)

dxdy = d
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oder
∫∞
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∫∞
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∣
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=
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√
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b
√
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dx =
∫ a

√
E

−a
√
E

ab√
a2E−x2

dx =
∫ π/2

−π/2
ab√

a2E−a2E sin2 t
a
√
E cos tdt = ab

∫ π/2

−π/2
dt = πab
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7.2 Cauchyscher Hauptwert

a)
∫

C1

1−eiz

z2 dz =
∫ π

0
1−eiReiθ

R2e2iθ
iReiθdθ = i

∫ π

0

1− eiReiθ

Reiθ
dθ

︸ ︷︷ ︸

wenn Re(ieiθ)<0,eiReiθ→0

R→∞−→ 0

b)
∫

C2

1−eiz

z2 dz =
∫ 0

π
1−eire

iθ

r2e2iθ
ireiθdθ = i

∫ 0

π
1−eire

iθ

reiθ
dθ

= −i
∫ 0

π
1

reiθ

∑∞
n=1

ineinθ

n! rndθ
r→0−→ −i

∫ 0

π
1

reiθ
ieiθ

1! r dθ =
∫ 0

π
dθ = −π

C1

C2

Im(z)

Re(z)
r R

Integrationspfad C

c) P
∫∞
−∞

1−eix

x2 dx = limε→0+

[∫∞
ε

1−eix

x2 dx+
∫ −ε

−∞
1−eix

x2 dx
]

=
∮

C
1−eiz

z2 dz − limR→∞
∫

C1

1−eiz

z2 dz − limr→0

∫

C2

1−eiz

z2 dz = 0− 0 + π = π

d)
limx→0

1−cos x
x2 = 1

2 → keine singularität

→
∫∞
−∞

1−cos x
x2 dx = P

∫∞
−∞

1−cos x
x2 dx = limε→0+

[∫∞
ε

1−cos x
x2 dx+

∫ −ε

−∞
1−cos x

x2 dx
]

= limε→0+

[

Re
∫∞
ε

1−eix

x2 dx+Re
∫ −ε

−∞
1−eix

x2 dx
]

= Re
[

P
∫∞
−∞

1−eix

x2 dx
]

= π

oder
P
∫∞
−∞

1−cos x
x2 dx = 1

2P
∫∞
−∞

1−eix

x2 dx+ 1
2P
∫∞
−∞

1−e−ix

x2 dx = 1
2π + 1

2π = π

(P
∫∞
−∞

1−e−ix

x2 dx kann mit dem Integrations Pfad vom unteren Halbkreis gerechnet werden.)

7.3 Delta-Distribution und Heaviside-Funktion

a)
∫∞
−∞

n
2 cosh2(nx)

ϕ(x)dx =
∫∞
−∞

n
2 cosh2 y

ϕ
(
y
n

)
1
ndy =

∫∞
−∞

1
2 cosh2 y

ϕ
(
y
n

)
dy

n→∞−→ ϕ (0)
∫∞
−∞

1
2 cosh2 y

dy = ϕ (0) 1
2 tanh y

∣
∣
∞
−∞ = ϕ (0)

b) gn(x) =
∫ x

−∞
n

2 cosh2(nx′)
dx′ =

∫ nx

−∞
n

2 cosh2 y
1
ndy =

∫ nx

−∞
1

2 cosh2 y
dy = 1

2 tanh y
∣
∣
nx

−∞ = 1
2 tanh(nx) +

1
2

Im Limes n→ 0, wenn x > 0, tanh(nx) → 1 und gn(x) → 1. Wenn x < 0, tanh(nx) → −1 und gn(x) → 0.

Anmerkung: Integral von 1/ cosh2(y)
∫ nx

−∞
1

2 cosh2 y
dy =

∫ nx

−∞
2

(ey+e−y)2 dy =
∫ nx

−∞
2e2y

(e2y+1)2 dy =
∫ e2nx

0
2u

(u+1)2
1
2udu =

∫ e2nx

0
1

(u+1)2 du

= − 1
u+1

∣
∣
∣

e2nx

u=0
= − 1

e2nx+1 + 1 = enx

enx+e−nx

n→∞−→ 1 (x > 0) oder 0 (x < 0)

7.4 Entwicklung der Delta-Distribution

a)

Orthonormale Polynome:
∫ b

a
φn(x)φm(x)dx = δnm

Entwicklung der Delta-Distribution: δ(x− t) =
∑∞

n=0 an(t)φn(x)
∫ b

a
δ(x− t)φn(x)dx = φn(t)

oder wenn δ(x− t) durch
∑∞

m=0 am(t)φm(x) ersetzt wird
∫ b

a
δ(x− t)φn(x)dx =

∫ b

a

∑∞
m=0 am(t)φm(x)φn(x)dx =

∑∞
m=0 am(t)δnm = an(t)

Vergleich zwischen beiden Integrale: an(t) = φn(t)
b)

F (x) =
∑N

n=0 fnφn(x) und ψi(x) =
∑N

n=0 φn(xi)φn(x)
∫ b

a
F (x)ψi(x)dx =

∫ b

a

∑N
n=0 fnφn(x)

∑N
m=0 φm(xi)φm(x)dx =

∑N
n=0

∑N
m=0 fnφm(xi)

∫ b

a
φn(x)φm(x)dx =

∑N
n=0

∑N
m=0 fnφm(xi)δnm =

∑N
n=0 fnφn(xi) = F (xi)

Anmerkung: Wenn {ψi(x)|i = 0, 1, 2, · · · , N} eine orthogonale Basis ist (d.h
∫ b

a
ψi(x)ψj(x)dx =

∑N
n=0 φn(xi)φn(xj) =

λiδij), F (x) =
∑N

i=0 λ
−1
i F (xi)ψi(x) =

∑N
i=0 F (xi)ψ

∗
i (x) (ψ

∗
i (x): duale Basis, d.h.

∫ b

a
ψ∗
i (x)ψj(x)dx = δij).

Mit dieser Basis wird das Integral von 2 Funktionen
∫ b

a
F (x)G(x)dx =

∑N
i=0 F (xi)G(xi)λ

−1
i als einer dis-

kreten Summe geschrieben (Discrete Variable Representation).
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