Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2015W

8. Tutorium - L&sungen 18.12.2015

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

8.1 Multiple Choice Fragen

a) L (—H(—z)e"sinz) = §(—z)e” sine —H (—z)e® sinw — H(—z)e” cosz = —H(—xz)e*(sinz + cosz)
—_———

, =0
4 (—H(—z)e®sinz) = §(—x)e*(sinz + cosz) — H(—x)e*(sinz + cosz) — H(—xz)e"(cosz — sinx) = §(x) —
2H(—x)e® cosx
(dmz 24 4 2) (—H(—z)e*sinz) = 0(—x) —2H(—x)e* cosx + 2H (—z)e*(sinx +cosz) —2H (—x)e® sinz =
5(x)
b)
4 ((1—H(—2))esinz) = % (H(z)e" sinx)
V\(/fil % () = () und = ( H(—z)) =d(—z) = d(x), % (H(z)e® sinz) = L (~H(—x)e®sinz) = 6(x)
dd e?sinx = e®(sinz 4 cos x)

ze¥sinx = 2e” cosx

Z L~ 24 +2) (7 sinw) = 267 cos v — 267 (sina + cos ¥) + 267 sinz = 0
& (1= ( w))e” sinz) = i (—H(-z)e" sinw) = §(x)

dle“' — A (H(z)e® + H(—x)e™™) = 6(z)e® + H(z)e® — 6(—x)e™ — H(—z)e™® = H(z)e® — H(—x)e™™
(?;ezl =6§(x) + H(z)e” 4+ 6(z) + H(—x)e™® = 25(x) + €/l

e) (L5(x)) sinazdr = §(z)sinz|;_ — [7 6(z) coszdr = —1

7%
f)
f( y=H(n/2+4 2)H(—xz)sin(—x) + H(n/2 — x)H(z) sin(x)
f'(x) =d(r/2 4+ 2)H(—z)sin(—z) — H(w/2 + 2)0(—x) sin(—z) — H(7w/2 + x)H(—x) cos(—z)
—0(7/2 — x)H (z)sin(z) + H(w/2 — z)d(x) sin(x) + H(7/2 — x)H(zx) cos(x)
.= o(m/2+x) — EO(W/Q + x)H(—x) cos(z) — 30(77/2 —z)+ H(r/2 — z)H(x) cos(x)
oo (@) sinede = [ 6(w/2 4 x)sin(z)de — [, H(r/2+ x)H(—x) cos(x)sin(x)dx
— [Z 0(m/2 — x)sin(z)dz + [ H (7/2 — x)H () cos(x) sin(z)dz
=—1- foﬂ/z cos(z) sin(z)dr — 1+ f cos(x) sin(z)dz
=-2-3 f /2 5i(22) Ydx + L fo sin(2z)dz = —1
oder
17 )sinzdr = f(z)sin(xz)|;_ — [* f(x)coszdr = wa/Q sin(z) cos wdx — foﬂ/z sin(z) cos zdx = —1

8.2 Greensche Funktion der Laplace-Gleichung

a) G(7,7') = G(|7 — 7'|) = G(r) wobei r = [7] mit 7= (z; — 2t — L) = (rcos 0, sind)
%G( r)= B%G’(r) = fG’(r) _ 12;2'
:(%_(9’7771’>G/()+(m —x G//():273T2_%

V2G(r) = %%G(r) + 87gG(r) = (2 —) G'(r) + 5G"(r) = LG' (1) + G"(r) = k2 % — 522 =0

T

1



2 271' cosf/(2rR cos 1 p2n
/V r)dA = ]{VG ‘nds = (sinﬁ;((QwR)))'(sinG)Rda:%fo dg =1
Gauflscher Integralsatz
— V2G(Z7,7) = 62(7 - 7")
Anmerkung: Wenn die Lésung G(r) = (27) ! In7 unbekannt ist, kann man trotzdem die Differentialgleichung
1G'(r) + G"(r) = 0 1sen.
Ersetzung: F(r) = G'(r) — F'(r) = —F(r)/r = F(r) =C/r = G(r)=C [r~Ydr = Clnr + C’
Die Konstante, C' und C’, werden vom Integral in b bestimmt.

8.3 Greensche Funktion

a) Mit dem Einsetzen des Ansatzes Gy(t,t') = (27)~! [ G1(w)e™*~"dw in die Gleichung L:Gr(t,t) =
§(t—t') mit Ly = (dt2 27dt + Wi+ ) — % ffooo(—w2—2i7w+w§+'y2)@1(w) eiw(t—t") g, = f_ elw(t—t")
Vergleich der Integranden G(w) = —

2+2i'y<j Wiy T *(wﬂ)%w_w) wobeil A\ = wg + iy (/\* = wy — i7).

Fourier-Transformation Gy(t,t’) f_ %dw Zwei Pole liegen in der unteren Halbebene der

komplexen Zahlen und kein Pol hegt in der oberen Halbebene. Mit Hilfe des Residuensatzes (Integrationspfad
: oberer Halbkreis C fiir ¢ > ¢/ und unterer Halbkreis Cs fiir ¢t < ') ergibt sich

Gr(t,t') = 1 H t—t) G[ zw(t—t’)dw _ @I(w)eiw(t—t’)dw
Cy

+iH(t/ —1) (_ fc Gr(w)e =) dw + o, Gi( w)e“’(t_t/)dw)

~ o piw(t—t)) piw(t—t)
—iH(t/ — 1) sz Gr(w)e (=) oy = iH(t' —t) [Resw% AotV (@—r") + Resyx (w+)\)(w = )}

) —iwg (t—t") v (t—t") eiwo (t— 'y _~(t—t')
= H(t' —t)i [ s e }
—(t — iwg (t — —iwq (' — o~ (t —
= H(t — )2 et Do W00 (1 — 1) sin (wo(t — 1)) .

Fiir t' > 0, G;(0,¢') = H(t’)e sm(wot);éo.
Die Greensche Funktion G;(t, ¢ ) erfiillt nicht die Randbedingungen.
b) Homogene Differentialgleichung:

LiGo(t, t') =0

e*’v(f/*t)

Z.B. eine Losung ist typischerweise Gy (t,t’) ohne H(t' —t): Go(t,t') = sin (wo(t' — 1))

Anmerkung 1: Gy(t,t') efiillt die homogene Differentialgleichung aufer ¢ = ¢'. Ohne H(t' — t) wird die
Singularitét bei ¢ = ¢’ entfernt.)

Ansatz: G(t,t') = G(t,t') + AGo(t,t') = H(t/’ —1)Go(t,t') + AGo(t,t') = (H(t' —t) + A)Go(t,t') .
Randbedingungen: G(0,t") = (H(t') + A)ew:: sin (wot’) . Wenn A = —1, G(0,¢') =0 fur ¢’ >0

= G, 1) = G (1) — Golt,t') = (H(¥ — 1) = 1) gin (wo(t' — ) = H(t — ') o~ sin (wo (¢ — 1))
G(t,t')=(H{' —t) — 1)Go(t,t') = H(t —t')Go(t,t')

— G'(t, 1) = 6(t — t")Go(t,t') +vH(t — t')Go(t, 1) — woH (t t’)e Y s (wolt — £))

= G'(0,t' > 0) = 6(—t")Go(0,1') + vH (—t")Go(0, ') — woH (—t")

Anmerkung 2: Die Randbedingung G(0,t' > 0) = 0 (oder G(¢,t') = 0 fiir t' > t) ist bekannt als “Kausalitét”.

= [ G, tyt)dt = f G(t,t)y(t")dt', y(t) ist von der Vergangeiheit y(¢') mit ¢’ < ¢ bestimmt
aber hat keinen Einfluss von der Zukunft t >t

' cos (wot’) =0

Anmerkung 3: Allgemein gibt es 2 Losungen fiir die (homogene) Differentialgleichung 2. Ordnung.
L.Go(t,t) = & [T (—w? — 2iqw + wi + %) Go(w) e~ dw = 0 gilt fiir beliebige ¢ und ¢’

— w2—2i’yw+w8+72 =0 = w=XM)\N = Gow) =ad(w—A) + bd(w — A*)

Go(t,t') = o [, Go(w) et dy = L (aeiA(tft') T bei)\*(tft')) — AeiMt—t) | i (t—t)

Z.B. sind d1e 2 Losungen eAMt—t) — =y (t'~t) giwo(t'—t) yp( I (t=t) = =1 (' —1) g—iw(t' 1)

dw



