Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2015W

9. Tutorium - Lésungen 8.1.2016

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

9.1 Multiple Choice Fragen

a,b) a(x)y’ — 2za(x)y + 2a(x)y =0

Vergleich mit der Sturm-Liouville’sche Gestalt
(& [p(@) ]+ a(@) y(x) = p(2)y" () + 1 (2)y' (x) + q(2)y(z) =
5 p(z) = a(2), ¥ (z) = —230(x) = —20p(x), a(z) =

(d% [e*ﬁ%} + 26’12) y(z) =0

2 2

0
2(x) = 2p(z) — alw) = p(a) = e~ q(x) = 2¢7

Allgemein a(x) = Ce~*" mit beliebige Konstante C.

c¢,d) zy”" + (1 —xz)y +ay =0

Sturm-Liouville’sche Gestalt:

(£ [p(@) £] + ap(e)) y(x) = p()y" (@) + 9 @)y (&) + ap(a)y(x) = 0
Vergleich den Koeffizienten

P'(@)/p) = (1 - x)/z,a/z = ap(z)/p(z) — p(z) = exp([ 1T2dw) = ze™™, p(x) = p(z)/z = e

e,f)
(L [24] +\2) y(2) = 2y (z) + 3/ (x) + Azy(z) =0

y(
Ansatz w( )= A(z)y )
= —w’(z) + (v(z) = Nw(z) = —A(z)y"(z) - 24 (2)y'(z) + (v(z) A(z) — A"(2) — AA(2))y(z) = 0
24 (x)/A(x) =1/ = 2In A(z) = lnx + Cy — A(z) = Cyx
v(x) = A"(x)/A(x) = —1/(42?)

9.2 Separationansatz

a) Ansatz: u(x,t) = F(z)G(t)

OuF (2)G(t) = OZF F(2)G(t) = 20, F(@)G(t) + F(2)G(t)

— %&G(t) = F(I (BQF( ) — 20, F(z) + F(x))

linke Seite: eine Funktion von t, rechte Seite: eine Funktion von z

Die Gleichung gllt fiir beliebige ¢ und x. — Die beide Seiten miissen konstant sein.
G(t)atG( )= F(z) (02F (z) — 20, F(z) + F(z)) = X

— 0;G(t) = A\G(t) und O2F (z) — 20, F (z) + F(x) = A\F(x)

b) Vergleich mit der Sturm-Liouville’sche Gestalt

(p(@)F'(2)) + a(2)F(z) = Ap(@) F(x) — pla) F"(z) + p' () F'(2) + a(x) F(2) = Ap(x) P (x)
= p'(x) = =2p(x), q(z) = p(z), p(z) = p(x) = p(z) = q(z) = p(z) = "

— (7% F'(z)) + e 2 F(z) = Ae 2" F(x)

¢) Liouville’sche Normalform —w” (t) + (v(t) + A)w(t)
(Wenn L, F(x) = —=AF(x), —w"(t) + (v(t) — Nw(t) =
Aber wenn L, F(x) = AF(z), —w” (t) + (v(t) + Nw(?)
Ansatz: w(t) = A(z)F(x)

w'(t) = 2'(t)(A'(2) F(2) + A(z) F' ()
w'(£) = " (1A' (2) () + A(x) F'(a
C (0P A P () + (o () A() +

= axF"(2) + a1 F' () + ao F'()

+ A(2)F" ()
(@ ()2 4(2)) P (x) + (@ (DA (x) 1 (= (1) A" () Fl()
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= w’(t) = (v(t) + Nw(t) = asF"(z) + a1 F'(x) + (ap —vA — NA)F(x) =0
Vergleich mit F"(x) —2F'(x) + (1 = A\)F(z) =0
a1 = —2as, ap = ag — vA,und ap = A

Eine Losung der letzten Gleichung as = (2/(t))?A(z) = A(x) — 2'(t) =1 — z(t) =t

a1 = —2a; = 2" (DA(x) + 2(2'(£)*A'(2) = —2(' (1)) A) — 24(2) = ~2A(z) = Alw) =€

a3 = ag — vA — (2 (1)) A(x) = 2" () A'(2) + (&' (£) A" (z) — (1) A(2) > e~ = e~ — v(z)e® — v(x) = 0
Die Differentialgleichung in der Liouville’schen Gestalt 68— (e7*F(x)) = A(e "F(x))

Losung:

e F(z) = AeV N 4 Be=VA* 5 F(z) = Ae*TV2e 4 Ber—Ve
F0O)=A+B=0,F(0)=A01+VN+B1-V\)=1—-A=-B=1/(2V))

Wenn A > 0, F(z) = 1/v/Xe® sinh(v/Az)

Wenn A < 0, F(x) = 1/4/|Ale” sin(y/|\|x)

d) G(t) = eM

Eine Losung der Differentialgleichung ist fiir A > 0 wu(z,t) = e*Me®sinh(v/Az) oder fiir A < 0 u(z,t) =

eMe® sin(/|A|z)

9.3 Greensche Funktion

a) inhomogene Differentialgleichung: G’ (¢, ") — 2iG7(t,t') — 5G(t,t') = 6(t — t')
Fourier-Transformation (t — ¢ — k): Gr(k) = _kz_‘_l%_5 =— (k_1+2i)1(k_1_2i)
Integrationspfad : oberer Halbkreis C fiir ¢ > ' und unterer Halbkreis Cy fiir ¢ <t/
G[(t t/) = _1 foo G] ) k(=) g

= (21)~ 1H t—t) (390 Gy (k zk:(tft’)dk_f Gr(k) eik(t—t/)dk>

+(2m) YH (' —t) ( $o, Cr(k)e™ =k + [, Gr(k zk(t—t’)dk>

Parametrisierung: k = Re®?

— Gr(k)et* =) gk = iReieeiR(t;;;j:i;f(tft,)Sins d9 "=%° 0 wenn (t—t)sinb > 0.
Gi(t,t') = (2m) T H(t —t') §., Gr(k)e = dk — (2m) " H(t' —t) §, Gr(k)e* (=) dk

'Lk(t t’) etk(t— f)
= —ZH(t —t )Resk_)l_‘_glm + ZH(t/ —t)Resk—1- 2zm

— —7H( ) i(1424) (t—t") _ iH(t’ ) i(1-2i)(t—t") _ 4H( )e(i—Z)te(—i+2)t' _ iH(t/ _t)e(i+2)te(—i—2)t’

b)
f GI t, t ( )dtl _ (z 2)t (— i+2)t/eikot'dt/ f (z+2 (—i—2)t' ikot'dt/

2)t ko+2)t' 2)t —itiko—2)t' 74 _ 2)te(Titikot2t_q | 2)t e(“itiko—2)t
= _Ze(z )(fo e() itiko+2)t' g4/ (_ Ze()z+ ) ft el Z+Z 0 ; dt' = e(z Jte e+ 3 e(i+2) eizﬂko !
1,(i—2)t _i(ko—1)—2 1 ikot _t(ko—1)—2 1 ikot t(ko—1)+2 _ 1 1 ikot
= qel TR — pe s + e e = s ((i(ko — 1) — 2) (720 4 geihot)

1 i(ko—1)+2
yI(O) =1 jgggo+2;€)0,5 # 0

c¢) homogene Differentialgleichung: G{(t,t") — 2iGg(t,t') — 5Go(t,t') = 0
Greensche Funktion: Go(k) = ad(k — 1+ 2i) + bd(k — 1 — 21)

— Go(t, 1) = Ae't=t)=20t) | Beit=t)=2(t"=t) (A B = a/(2r),b/(27))
Y (t) = fOOO et(t=t)=2(t—t") gikot' g3/

— y1(0) = [y el D2 gl — oo

yg(t) _ fooo ei(t— ')72(t’7t)eikgt’dt/ — p2it+t fooo ei(kofl)t'72t’dt/

i(ko—1)t' —2t' 1 _ 2+i(ko—1) __
— 42(0 fo o dt' = 2 "ilko—1) k3121$0+5 = —4y1(0)

y(t) = yl(t) + 1v2(t) = y(0) =0
y'(0) = iﬁ ((i(ko — 1) = 2)(i — 2) 4 4iko — (1 +2)(2 +i(ko — 1))) = 0




