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1 Rechenbeispiele (30 Punkte)

(5 Punkte pro Frage)

1) Vereinfachen und berechnen Sie ∂i(x
i
√

xjxj) für eine dreidimensionale, ortho-

normale, euklidische Metrik.

2) Berechnen Sie (∂ix
i)(∂jx

j) + (∂ix
j)(∂jx

i) in 3 Dimensionen.

3) Berechnen Sie die dualen Vektoren zur Basis

e1 =

(

1

2

)

, e2 =

(

2

1

)

.

4) Berechnen Sie den Kommutator [σx, σy] für die Matrizen

σx =

(

0 1

1 0

)

, σy =

(

0 −i

i 0

)

.

5) Berechnen Sie det(X) wobei X = (xi
j) = (gikgkj).

6) Berechnen Sie für einen Einheitskreis C um den Ursprung das Integral

˛

C

z

2z + 1
dz .

BITTE WENDEN



2 Spektraltheorem (30 Punkte)

a) Berechnen Sie die Eigenwerte, λ1 und λ2 (λ2 > λ1), und die normierten Eigen-

vektoren, e1 und e2, der Matrix

A =

(

−1 2

2 −1

)

.

b) Schreiben Sie die Lösung x(t) der Differentialgleichung

d

dt
x = Ax

mit der Randbedingung x(t = 0) =

(

1

0

)

an und berechnen Sie die Elemente des

Vektors x(t).

3 Lokale Transformation (40 Punkte)

In einer kartesischen Basis {e1, e2, e3} ist eine infinitesimale Änderung des Vektors

x = xiei durch dx = dxiei gegeben.

a) Mit den Zylinderkoordinaten (x′1, x′2, x′3) = (ρ, θ, z) und der entsprechenden

Basis {e′
1
, e′

2
, e′

3
} wird die infinitesimale Änderung in die Form dx = dx′ie′i umge-

schrieben. Berechnen Sie die Transformationsmatrix T zwischen den Basisvektoren

wobei T durch
(

e′
1

e′
2

e′
3

)

=
(

e1 e2 e3
)

T definiert ist. Die Koordinaten-

transformation ist durch (x1, x2, x3) = (ρ cos θ, ρ sin θ, z) gegeben.

b) Berechnen Sie die metrischen Tensoren g′ = (g′ij) und g′∗ = (g′ij) der Zylinder-

koordinaten.

c) V sei ein Zylinder mit Radius R und Höhe h (> 0), d.h. V = {(ρ, θ, z)|0 ≤

ρ ≤ R, 0 ≤ θ < 2π, 0 ≤ z ≤ h}. F sei seine Oberfläche, die aus der Mantelfläche

F1 = {(ρ, θ, z)|ρ = R, 0 ≤ θ < 2π, 0 ≤ z ≤ h}, der Deckfläche F2 = {(ρ, θ, z)|0 ≤

ρ ≤ R, 0 ≤ θ < 2π, z = h} und der Grundfläche F3 = {(ρ, θ, z)|0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤

θ < 2π, z = 0} besteht. Berechnen Sie das infinitesimale Volumenelement dV

und das infinitesimale Flächenelement dFi (in Vektorform) für i = 1, 2, 3 mit den

Zylinderkoordinaten.

d) Berechnen Sie für ein Vektorfeld w = xye1 − ye2 + ze3 das Integral

ˆ

F

w · dF .


