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3. Tutorium - Lösungen 28.10.2016

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

3.1 Kronecker-Delta und Levi-Civita Symbol

a) δii = δ11 + δ22 + · · ·+ δdd = 1 + 1 + · · ·+ 1 = d
δijδjkδki = δikδki = δii = d
δijδkkδji = δijδjiδkk = δiiδkk = d2

δii − δijδjkδki + 2δijδkkδji = 2d2

b) z.B. (b× a)1 = b2a3 − b3a2.
(b× a)i = εijkbjak
c) εijkaiaj = εjikajai

︸ ︷︷ ︸

Umbenennung der Indizes

= εjik ajai
︸︷︷︸

ajai=aiaj

= εjik
︸︷︷︸

εjik=−εijk

aiaj = −εijkaiaj → εijkaiaj = 0

Alternative Lösung : εijkaiaj = (a× a)k = 0
d) detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33
= a11(a22a33 − a23a32) + a12(a23a31 − a21a33) + a13(a21a32 − a22a31)
= ε1jka11a2ja3k + ε2jka12a2ja3k + ε3jka13a2ja3k = εijka1ia2ja3k
e) ∂ixj = δij
f) ∂i(xixjxj) = (∂ixi)xjxj + xi(∂ixj)xj + xixj(∂ixj) = δiixjxj + xiδijxj + xixjδij = dxjxj + xixi + xixi =
(d+ 2)xixi = (d+ 2)x · x

3.2 Orthogonalprojektion

a) Ea = a⊗a
†

a†·a
= 1

|a|2+|b|2

(
a
b

)
(
a∗ b∗

)
= 1

|a|2+|b|2

(
|a|2 ab∗

a∗b |b|2

)

b) Ea
2 = 1

(|a|2+|b|2)2

(
|a|2 ab∗

a∗b |b|2

)(
|a|2 ab∗

a∗b |b|2

)

= 1
(|a|2+|b|2)2

(
|a|4 + |a|2|b|2 ab∗(|a|2 + |b|2)
a∗b(|a|2 + |b|2) |a|2|b|2 + |b|4

)

= 1
|a|2+|b|2

(
|a|2 ab∗

a∗b |b|2

)

= Ea

Alternative Lösung:

Ea
2 = a⊗a

†

a†·a
· a⊗a

†

a†·a
= a⊗(a†·a)⊗a

†

(a†·a)2
= a⊗a

†

a†·a
= Ea

c) Eaa = a → (1+Ea)a = 2a → (1+Ea)
4a = 24a → (1−Ea)(1+Ea)

4a = 24(1−Ea)a = 0

d) Die Koordinate xi ist die Orthogonalprojektion des Vektors x auf den normierten Basisvektor ei.
→ xi = eTi · x.
x1e1 = (eTi · x)e1 =

(
e1 ⊗ eT1

)
x = Ee1

x . In ähnlicher Weise x2e2 = Ee2
x

e) Ee1
=

(
cosα
sinα

)
(
cosα sinα

)
=

(
cos2 α cosα sinα

cosα sinα sin2 α

)

Ee2
=

(
sinα

− cosα

)
(
sinα − cosα

)
=

(
sin2 α − cosα sinα

− cosα sinα cos2 α

)

Ee1
+Ee2

=

(
cos2 α+ sin2 α 0

0 cos2 α+ sin2 α

)

= 1

f) (Ef1
Ee1

+Ef2
Ee1

+Ef1
Ee2

+Ef2
Ee2

) fi = (Ef1
+Ef2

) (Ee1
+Ee2

)
︸ ︷︷ ︸

=1

fi = (Ef1
+Ef2

) fi = fi

1



Anmerkung: T = (Ef1
Ee1

+Ef2
Ee1

+Ef1
Ee2

+Ef2
Ee2

) ist die Transformationsoperator zwischen den 2
Basen.
T = (fi ⊗ fTi )(ej ⊗ eTj ) = (fT1 · e1)f1 ⊗ eT1 + (fT1 · e2)f1 ⊗ eT2 + (fT2 · e1)f2 ⊗ eT1 + (fT2 · e2)f2 ⊗ eT2

Tx = (fT1 · e1)f1x
1 + (fT1 · e2)f1x

2 + (fT2 · e1)f2x
1 + (fT2 · e2)f2x

2 =
(
f1 f2

)
(

fT1 · e1 fT1 · e2
fT2 · e1 fT2 · e2

)(
x1

x2

)

(
fT1 · e1 fT1 · e2
fT2 · e1 fT2 · e2

)

ist die Matrixdarstellung des Operators (siehe Bsp.1.3).

3.3 Reziprokes Gitter

a) F12 = a1 × a2 = F12F̂12

(F12 : Fläche des Parallelogramms das von a1 und a2 aufgespannt ist,
F̂12 : Einheitsvektor senkrecht auf dem Parallelogramm)
Die Höhe H des Parallelepipeds ist die Orthogonalprojektion des Vektors
a3 auf den Vektor F̂12, d.h. H = aT3 · F̂12.
Volumen: V = F12H = F12 · a3 = (a1 × a2)

T · a3
In ähnlicher Weise V = (a2 × a3)

T · a1 = (a3 × a1)
T · a2
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b) b1 · a2 = b1 · a3 = 0 → b1T = C a2 × a3 (C : Normierungsfaktor)
Normierung des Vektors b1 : 1 = b1 · a1 = C (a2 × a3)

T · a1 = CV → C = 1/V → b1 = 1
V
(a2 × a3)

T

In ähnlicher Weise b2 = 1
V
(a3 × a1)

T und b3 = 1
V
(a1 × a2)

T

Anmerkung : F∗ =





b1

b2

b3



 = 1
V





(a2 × a3)
T

(a3 × a1)
T

(a1 × a2)
T



 ist die Inverse der Matrix F =
(
a1 a2 a3

)

c) (a1 × a2)
T = L2

2





1
1
0



 , V = (a1 × a2)
T · a3 = L3

2

b1 = 1
V
(a2 × a3)

T = 2
L3

L2

2





0
1
1



 = 1
L





0
1
1



 , b2 = 1
L





1
0
1



 , b3 = 1
L





1
1
0





Das reziproke Gitter des bcc-Gitters ist das fcc-Kristallgitter (und vice versa).
Anmerkung : Das reziproke Gitter wird in der Kristallographie verwendet. In der Festkörperphysik ist das
reziproke Gitter konventionell mit dem Faktor 2π definiert, d.h. bi = 2πai. Die Vektoren bi entsprechen den
Wellenvektoren im k-Raum (k = 2π/λ mit der Wellenlänge λ).
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