Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2016W

3. Tutorium - L&sungen 28.10.2016

¢ ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

3.1 Kronecker-Delta und Levi-Civita Symbol

a) 0ii =011 +02+ - +0ggu=1+1+---+1=d
03j05k0ki = Oilks = 045 = d

8:i0kk0ji = 0;50;i0k1 = 0:i0kk = d?

Ois — (5ij(5jk5/ﬂ‘ + 26ij5klc5ji =242

b) z.B. (b X a)1 = bga,g — b3a2.

(b X a)i = sijkbjak

c) CijkiQj = E5ikAja; =€jik Qi =  Ejik 005 = —Eijk0;G5 —> Eijkaia; =0
Umbenennung der Indizes aja;=a;a;  £jik=—Cijk

Alternative Losung : ¢;55a,a; = (a x a) =0

d) detA = ai1a22a33 + 412023031 + A13G21a32 — Q13022031 — 11023032 — A12021033

= a11(a22033 - CL23032) + C112(6123&31 - a21a33) + a13(a21a32 - G22a31)

= €1k0A1102;A3k + €2jk01202;03k + €3j5A1302jA3%k = €;jkA1;02;5A3k

e) (%;L’j = 5ij

f) 8Z($ijl'j) = (811'Z)$]l'j + iEZ(aZ{EJ)l'j + LL’Z{EJ(BZZ']) = 5ii$jxj + xiéijxj + xixjéij = d(Ej{,Cj + x;x; + 2,1 =
(d+2)zix; = (d+2)x-x

3.2 Orthogonalprojektion
t a . la|?>  ab*
a>Eaa§Za2iw2<b>(“ b)ww(a*b |b2)
SRR O R W S W laf" + [af?[b2  ab*(laf> + b
& =@\ ap b2 )\ atb b2 T@+107 \ a*b(|al? + [b2)  |af2[b]? + [b]*

_ 1 lal* ab* '\ _
= ‘a‘2+|b‘2 ( a*b |b|2 - Ea

Alternative Losung:
2 _ apal apal _ ae(al-a)®al _ agal _
E.” = af.a afa (at-a)? — af.a T Eq
c)Eaa=a— (1+Ey)a=2a— (1+E,)*a=2% — (1-E,)(1+E,)*=2(1—-E,)a=0
d) Die Koordinate x? ist die Orthogonalprojektion des Vektors x auf den normierten Basisvektor e;.
—zt=el

T.
zte; = (el -x)e; = (e1 ® e{) X = Ee¢,x. In #hnlicher Weise 22e; = Eo,x

X.

cos o . cos? o cos asin o
e) Ee, = . (cosa sina )= . .2

sin o cos o sin v sin“ o

sin o . sin? a —cosasin o
E., = ( sinaw  —cosa ): . 2
—Cos — cos asin o Cos”
cos? o + sin? « 0
Ee, + Ee, = ( 0 cos?a+sina ) 1
f) (Efl Eel + Ef2 Eel + Efl Eez + Eszez) fi = (Ef1 + Efz) (Eel + Eez) f; = (Efl + Efz) fi=*1
—_——
=1



Anmerkung: T = (E¢ Eg, + Eg,Eq, + E¢ Ee, + Eg, Eo,) ist die Transformationsoperator zwischen den 2
Basen.
T=(f;off)(e;oe])=(f e)fi@e] +(f{ -e)fi@e] +(ff -en)ho@e] + (£ -ex)fa@e]

T 1 T 2 T 1 T 2 f1T c€e f1T $ €2 z!
Tx = (f] -e))fiz! + (f] -ex)f1z® + (f5 - e1)fox’ + (f5 - ex)fox® = ( fi f5 ) 7.0, £ o 9
2 2

flT - e1 fiT - €9 . . . .
T T ist die Matrixdarstellung des Operators (siehe Bsp.1.3).
f2 el f2 - €2

3.3 Reziprokes Gitter

a) Fio = a; x ag = F19F o

(F12 : Fliache des Parallelogramms das von a; und ap aufgespannt ist,
Flg : Einheitsvektor senkrecht auf dem Parallelogramm)

Die Hohe H des Parallelepipeds ist dle > Orthogonalprojektion des Vektors
as auf den Vektor Flg, d.h. H = a3 F12

Volumen: V = FlgH Flg ag = (a1 X ag)T - as

In dhnlicher Weise V = (ap x a3)T -a; = (a3 x a;)7 - ay

b) bl -a; =bl-az3 =0 — blT = Cag x az (C : Normierungsfaktor)

Normierung des Vektors by : 1 =b'-a; =C(az x ag)’ -a1 =CV — C =1/V — bl = { (az x ag)”
In #hnlicher Weise b? = - (a3 x a1)” und b3 = ¢ (a1 x ag)T
b1 (az X a3)
Anmerkung : F* = | b? = % (az x a;)” ist die Inverse der Matrix F = ( a; a, as )
b3 (a1 X ag)
1
c)(alxag)T:L; 1 ,V:(alxag)T-ag,:L;
0
, 0 0 1 1
bl=>L(ayxay) =21 |=+|1],b2=+| 0], b3=1(1
1 1 1 0

Das reziproke Gitter des bee-Gitters ist das fce-Kristallgitter (und vice versa).

Anmerkung : Das reziproke Gitter wird in der Kristallographie verwendet. In der Festkorperphysik ist das
reziproke Gitter konventionell mit dem Faktor 27 definiert, d.h. b = 27al. Die Vektoren b’ entsprechen den
Wellenvektoren im k-Raum (k = 27/A mit der Wellenlidnge \).



