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4. Tutorium - Lösungen 4.11.2016

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Duale Basis
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Anmerking : In diesem Beispiel ist V tatsächlich die Fäche des von e1 und e2 aufgespannten Parallelogramms

und gilt V = detA wobei die 2× 2 Matrix A durch
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Anmerkung : V = det
(
e1 e2 e3

)
.

4.2 Kommutator

a) [σx, σy] = σxσy − σyσx = 2i
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 (≡ 2iσz)

Anmerkung: σ1 = σx, σ2 = σy, σ3 = σz sind die Spinmatrizen für Spin-1-Systeme und erfüllt die Kommu-
tatorrelationen [σi, σj ] = 2iεijkσk.

b) [σx, [σx, σy]] = [σx, 2iσz] = 2iσxσz − 2iσzσx = 4
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wobei σz =
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c)

Ea = a⊗a
T
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d) DA =





λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3



 und DB =





Λ1 0 0
0 Λ2 0
0 0 Λ3





[A,B] = AB−BA = UDA U†U
︸ ︷︷ ︸

=1

DBU
† −UDB U†U

︸ ︷︷ ︸

=1

DAU† = U[DA,DB]U
†
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 → [DA,DB] = 0 → [A,B] = 0
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4.3 Spatprodukt

a) detX → εijkaibjck
a · (b× c) → ai(b× c)i = aiεijkbjck → detX
b · (c× a) → bi(c× a)i = biεijkcjak = εijkakbicj = εkijakbicj = εijkaibjck → detX
c · (a× b) → ci(a× b)i = ciεijkajbk = εijkajbkci = εjkiajbkci = εijkaibjck → detX
b)
i) Wenn i = j: εijkεklm = 0. δilδjm − δimδjl = δilδim − δimδil (ohne Summe über i)

Wenn l = m = i, δilδim − δimδil = 1− 1 = 0 und sonst, δilδim − δimδil = 0− 0 = 0
ii) Wenn i 6= j: In der Summe über k trägt εijkεklm nur 1 Term (k 6= i und k 6= j) bei.

ii-a) Wenn l = i und m = j (z.B. i = l = 1, j = m = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkij = εijkεijk = 1
δilδjm − δimδjl = δiiδjj − δijδji = 1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-b) Wenn l = j und m = i (z.B. i = m = 1, j = l = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkji = −εijkεijk = −1
δilδjm − δimδjl = δijδji − δiiδjj = −1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-c) Sonst (l = m und/oder l = k und/oder m = k): εijkεklm = 0 und δilδjm − δimδjl = 0
Alternative Lösung: εijk = εabkδiaδjb und εklm = εlmk = εcdkδlcδmd

εijkεklm = εabkδiaδjbεcdkδlcδmd = εabkεcdkδiaδjbδlcδmd

Wenn c = a und d = b, εabkεcdk =εabkεabk
︸ ︷︷ ︸

Summe nur über k

= 1 und wenn c = b und d = a, εabkεcdk =εabkεbak
︸ ︷︷ ︸

Summe nur über k

= −1. Sonst

εabkεcdk = 0.
→ εijkεklm = δiaδjbδlaδmb − δiaδjbδlbδma = δilδjm − δimδjl
c) (a× (b× c))i = εijkaj(b× c)k = εijkajεklmblcm = (δilδjm − δimδjl)ajblcm = δilajblcj − δimajbjcm
= biajcj − ciajbj = bi(a · c)− ci(a · b)

4.4 Spektraltheorem

a) Axi = λixi → (transponiert und konjugiert) x†
iA

† = x
†
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†
i (selbstadjungierter Operator: A† = A)

x
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Wenn i = j, x†
ixi = 1 → λi = λ̄i, d.h. λi (i = 1, 2) sind reell.

Wenn i 6= j, (λj − λi)x
†
ixj = 0. Weil λj 6= λi, x

†
ixj = 0 (Orthogonalität der Eigenbasis).
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In ähnlicher Weise Ax2 = λ2x2
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d) A2 =
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oder A = UDU†U
︸ ︷︷ ︸
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e)An =
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Da E1E2 = E2E1 = 0, tragen in der Summe die Terme mit i1 = i2 = · · · = in = 1 oder 2 bei, d.h.
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(alternative Methode : An = (UDU†)n = UDnU† =
∑2

i=1
λn
i Ei)
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∑∞
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(A0 = UD0U† = UU† = 1)
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