Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2016W

4. Tutorium - Ldsungen 4.11.2016

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Duale Basis
a)V =(e; xez) - e3=3-2=1

3 1 0
(e ="lexxes=| 2 |, () =Fesxer=[ 1], =%esxes=| 0
0 0 1
Anmerking : In diesem Beispiel ist V' tatséichlich die Fache des von e; und e, aufgespannten Parallelogramms
0
und gilt V = detA wobei die 2 x 2 Matrix A durch ( e ey e3 ) = A 0 definiert ist.
0 0 1
-9
b)Vzel (62X63) (1 2 3) 2 =4
3
-9 7 -1
(e =1eyxe3=1 2 (@) =desxer =1 =2 |, (5T =Lerxes=1 2
3 -1 -1
Anmerkung : V = det( e, ey e3 )
4.2 Kommutator
1 0 —1 -1 0 -1 2 0 0
a) [og,0y] = 0g0y —0yo,=2i| 0 0 O -2 0 0 O =2 0 0 O (= 2io,)
1 0 -1 1 0 1 0 0 -2

Anmerkung: 01 = 04, 02 = 0y, 03 = 0, sind die Spinmatrizen fiir Spin-1-Systeme und erfiillt die Kommu-
tatorrelationen [o;, 0] = 2i€;j,0%.

0 0 0 ¢ O
b) 04, [04,0,]] = [04,2i0.] = 2i0,0, — 2i0,0, = 4[( i 0 —i —4v2i[ 0 0 0

0 0 0 0 —i 0
0
0
0

2
=4v2| i 0 —i = 4oy, wobel o, = 0
0 1 0

1 10 1 1 -1
Ea_?;a (0)(10)_<00>,Eb_;<_1>(1—1)_;<_1 1)
. 1 -1\ (1 0\_,[0 -1
[Ba, Bo] = 5 0) 2(—10 21 0
)\1 0 Ay 0 0
DA— und DB: 0 A2 0
0 )\3 0 0 Az
AB BA = UDAUTUDBUT UDpU'UDAU' = UD4, DUt
:1 =1
MA; 0 0
DaDg =DgDa = 0 )\2A2 0 — [DA,DB]:O—) [A,B]ZO

0 0 AsAs



4.3 Spatprodukt

a) det X — Eijkaibjck
a-(bxc)—ai(bxc) =aebjcy — detX
b- (C X a) — bz(c X a)i = bieijkcjak = €ijkakbiCj = 5k¢jakbicj = sijk.aibjck — det X
C: (a X b) — ci(a X b)l = Ci&'jkajbk = sijkajbkci = qkiajbkci = eijkaib]—ck — det X
b)
i) Wenn @ = j: €x€kim = 0. 0310jm — dimdji = 0i10im — 0im0s (ohne Summe iiber 7)
Wenn [ = m =1, 6;;0;, — dimdyy =1 —1 =0 und sonst, §;;0;m — dimdy =0—0=0
ii) Wenn ¢ # j: In der Summe iiber k trigt €;jx€xim nur 1 Term (k # ¢ und k # j) bel.
iira) Wenn il =iund m=j (zB.i=1=1,j=m=2, k =3): €jkkim = €ijk€kij = EijkCijk = 1
0310jm — Oimdj1 = 0305 — 0;;6;; = 1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)
ii-b) Wenn l=jund m=i (zB.i=m=1, j =1=2, k = 3): €;j1kim = €ijk€kji = —E€ijk€ijk = —1
(51'1(5]‘7,, — 6im5jl = 6ij(5ji — (5“'(5]‘]' =-1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)
ii-¢) Sonst (I = m und/oder | = k und/oder m = k): €;j1kim = 0 und 640;m — dimdji =0
Alternative Losung: €ijx = €apkbiadjp Und Exim = Etmk = €cdkOicOmd
€ijkEkim = €abk0ia0jbEcdkOlcOmd = Eabk€edk0iadjbdicOmd

Wenn ¢ = a und d = b, €qpreedr =Eapk€abk = 1 und wenn ¢ = b und d = a, €qppEedk = EabkEbak = —1. Sonst
Summe nur iiber k Summe nur iiber k

EabkEcdk = 0.

— EijkEklm = 5ia6jb5la5mb - Jia(sjbalbéma = Jilajm - Jimajl

C) (a X (b X (‘,))2 = €ijkQj (b X C)k = Eijka]—sklmblcm = (5il6jm — 5im5jl)ajblcm = 5ilajblcj — 5imajbjcm
= biajcj — cz-ajbj = bz(a . C) — cl-(a . b)

4.4 Spektraltheorem

a) Ax; = A\;x; — (transponiert und konjugiert) XIAT = XIA = Xixg (selbstadjungierter Operator: AT = A)
xj- Ax; = /\jx;[xj oder X;-(A Xj = Xixjxj — )\jx;rxj = Xixjxj.
~—~—

=Aj%; =Xix]
Wenni—j,xTxZ—1 A:X d.h. ) (i_12)sindreell
Wenn i # j, ( =0. Weil A\; # A, x| ;x; = 0 (Orthogonalitdt der Eigenbasis).
T
b) Wenn A = A0 1),
0 A x)
. A O 1 A
glltAXl Xl (0 )\ )(O)Z(Xl Xg)(ol):)\lxl
In dhnlicher Weise Axy, = )\

X2
A O x! 0 0 x!
A= 1 = 1 1 1
DA ( ) ()= (5 5) Gl )+ =0 (5 0 (3)
0
=M ( x1 X2)< >+>\2( )( T):)\1X1®XJ{+)\2X2®X;:Zf_l/\iEi
2
d) A2 =7 | ijl MENE; =307 ijl MENE; =307 2321 Aijx; @ x| - x; ®@x]

=0;;
=3 Y AN x @ x] = T AR,
oder A =UDU'UDU' = UD?U - A =37  \E;
N—— i

=1
n
e) A" = (Z?:l )‘iEi) = (Zi:l )‘ilEh) (Zi=1 )‘i2Ei2> T (Zi:l )‘inEin) = Zu,w, in AigAiy = Xi, By By - - By,
Da E1E22 = EE; = (2), tragen in der Summe die Terme mit ¢4 = i = --- = 4, = 1 oder 2 bei, d.h.
(alternative Methode : A™ = (UDUT) =UD"U' = 22:1 ATE;)

eXp(A) - ZZO 0 71' A" = Zn 0n! Zz 1 )\nE = Zz 1 (ZZO 0 71' /\'TLL) E = Z?:l eAiEi
(A = UD'UT = UUf = 1)



