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6. Tutorium für 18.11.2016

6.1 Spektraltheorem für die nicht-orthogonale Basis

a) Berechne die Rechtseigenvektoren xi der 2× 2 Matrix

A =

(

−3 −2
4 3

)

und die entsprechenden Eigenwerte λi.
b) {x1,x2} aus (a) ist eine Basis eines Vektorraums. Berechne die dualen Ba-
sisvektoren xi zur Basis {x1,x2}.
c) Zeige, dass die dualen Basisvektoren xi die Linkseigenvektoren der Matrix
A mit den Eigenwerten λi sind.
d) Zeige, dass A = λ1x1 ⊗ x1 + λ2x2 ⊗ x2 gilt.

6.2 Differentialoperatoren

Gegeben sei eine nicht-orthogonale Basis {f1, f2, f3}. Die Basisvektoren sind in
der kartesischen Basis {e1, e2, e3} mit fi = tj iej dargestellt. T = (tj i) ist die
Transformationsmatrix zwischen den Basen.
a) Zeige für eine differenzierbare Funktion ψ(x), dass

∂

∂x′i
ψ(x) = tj i

∂

∂xj
ψ(x)

gilt, d.h.
(

∂
∂x′iψ(x)

)

ein kovarianter Vektor ist.
Anmerkung: Die Elemente eines kovarianten Vektors werden mit dem unten
stehenden Index (z.B. ∂

∂x′iψ(x) = ∂′iψ(x)) geschrieben)
b) Zeige, dass

∂

∂x′i
ψ(x) = t∗ij

∂

∂xj
ψ(x)

gilt, d.h.
(

∂
∂x′iψ(x)

)

ein kontravarianter Vektor ist ( ∂
∂x′

i

ψ(x) = ∂′iψ(x)). t∗ij

sind die Elemente der inversen Matrix T−1.
c) Zeige, dass ∂′jx

i = ∂ix′j = tij gilt.
d) Zeige, dass ∂′iψ(x) = g′ij∂′jψ(x) gilt. g

′−1 = (g′ij) ist der inverse metrische
Tensor der nicht-orthogonalen Basis.
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6.3 Lokale Transformation

Betrachte eine infinitesimale Änderung dx = dxiei des Vektors x = xiei wobei
e1, e2 und e3 die kartesischen Basisvektoren sind. Eine lokale Transformati-
on ist die linearisierte Basistransformation der infinitesimalen Änderung, d.h.
dx = dxiei = dx′ie′i. Beantworte die folgenden Fragen für die Transformati-
on zu den Kugelkoordinaten x′1 = r, x′2 = θ, x′3 = φ. Die Transformation
zwischen kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten ist gegeben durch

x1(r, θ, φ) = r sin θ cosφ, x2(r, θ, φ) = r sin θ sinφ, x3(r, θ, φ) = r cos θ .

a) Schreibe die Basisvektoren e′
1
, e′

2
und e′

3
in der Basis {e1, e2, e3} an.

b) Berechne die Elemente g′ij des metrischen Tensors der neuen Basis {e′
1
, e′

2
, e′

3
}.

c) Schreibe die Länge der infinitesimalen Änderung ds =
√
dxidxi in die Ku-

gelkoordinaten (r, θ, φ) um.
d) Berechne die Länge

∮

C
ds der Kurve C = {(r, θ, φ)|r = R, θ = π/4, 0 ≤ φ <

2π}.
e) Zeige, dass ∂′jx

i = ∂ix′j = tij gilt wobei die Transformationsmatrix T = (tij)
durch e′j = tijei definiert ist.
f) Zeige, dass ei∂

iA(x) = e′i∂
′iA(x) gilt.

Ankreuzbar: 1ab, 1cd, 2ab, 2cd, 3ab, 3c-f
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