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6. Tutorium - Lösungen 18.11.2016

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

6.1 Spektraltheorem für die nicht-orthogonale Basis

a) A

(
x1

x2

)

= λ

(
x1

x2

)

→
(

−3x1 − 2x2

4x1 + 3x2

)

= λ

(
x1

x2

)

→ (−3x1 − 2x2)x2 = (4x1 + 3x2)x1

→ 4x1x1 + 6x1x2 + 2x2x2 = 0 → (2x1 + x2)(x1 + x2) = 0 → x2 = −2x1 oder −x1

Wenn x2 = −2x1, A

(
x1

−2x1

)

=

(
x1

−2x1

)

→ z.B. x1 =

(
1
−2

)

mit λ1 = 1

(x1 = C1

(
1
−2

)

mit einer beliebigen Konstante C1( 6= 0) kann ein Rechtseigenvektor sein).

Wenn x2 = −x1, A
(

x1

−x1
)

=

(
−x1
x1

)

= −
(

x1

−x1
)

→ z.B. x2 =

(
1
−1

)

mit λ2 = −1

(x2 = C2

(
1
−1

)

mit einer beliebigen Konstante C2( 6= 0) kann ein Rechtseigenvektor sein).

b)

(
x1

x2

)

=
(
x1 x2

)−1
=

(
1 1
−2 −1

)−1

=

(
−1 −1
2 1

)

( Im Allgemeinen, x1 = (1/C1)
(
−1 −1

)
und x2 = (1/C2)

(
2 1

)
)

c) x1A =
(
−1 −1

)
(

−3 −2
4 3

)

=
(
−1 −1

)
= λ1x

1

x2A =
(
2 1

)
(

−3 −2
4 3

)

=
(
−2 −1

)
= λ2x

2

d) A
(
x1 x2

)
=

(
λ1x1 λ2x2

)
=

(
x1 x2

)
(
λ1 0
0 λ2

)

→ A = A
(
x1 x2

) (
x1 x2

)−1
=

(
x1 x2

)
(
λ1 0
0 λ2

)(
x1

x2

)

= λ1x1 ⊗ x1 + λ2x2 ⊗ x2

6.2 Differentialoperatoren

a) x = x′ifi = x′iejt
j
i = xjej → xj = tjix

′i

∂

∂x′i
ψ(x) =

∂xj

∂x′i
∂

∂xj
ψ(x) =

∂tjkx
′k

∂x′i
∂

∂xj
ψ(x) = tji

∂

∂xj
ψ(x)

b)
(
f1 f2 f3

)
=

(
e1 e2 e3

)
T





f1

f2

f3



 =
(
f1 f2 f3

)−1
= T−1

(
e1 e2 e3

)−1
= T−1





e1

e2

e3



 → f i = ejt∗ij

x = x′if
i = x′ie

jt∗ij = xje
j → xj = t∗ijx

′
i

∂

∂x′i
ψ(x) =

∂xj
∂x′i

∂

∂xj
ψ(x) =

∂t∗kjx
′
k

∂x′i

∂

∂xj
ψ(x) = t∗ij

∂

∂xj
ψ(x)

c) Aus (a) ∂′jx
i = tkj∂kx

i = tkjδ
i
k = tij

Aus (b) ∂iψ(x) = tik∂
′kψ(x) → ∂ix′j = tik∂

′kx′j = tij
d) ∂′iψ(x) = (∂′ix′j)∂′jψ(x) = (∂′ig′kjx′k)∂

′
jψ(x) = δikg

′kj∂′jψ(x) = g′ij∂′jψ(x)
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6.3 Lokale Transformation

a) x = xiei mit e1 = x̂, e2 = ŷ und e3 = ẑ.
Infinitesimale Änderung von x: x+ dx = x+ dxiei.
Lokale Basistransformation (linearisierte Basistransformation für die infinitesimalen Änderung):

x+ dx = x+ dxiei = x+ (∂′jx
i)dx′jei ≡ x+ dx′je′j . (mit e′j = (∂′jx

i)ei)

Kugelkoordinaten: x′1 = r, x′2 = θ, x′3 = φ
Transformation zwischen Kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten:

x1 = r sin θ cosφ, x2 = r sin θ sinφ und x3 = r cos θ.
e′
1
= ∂′

1
xiei = sin θ cosφ e1 + sin θ sinφ e2 + cos θ e3

e′
2
= ∂′

2
xiei = r cos θ cosφ e1 + r cos θ sinφ e2 − r sin θ e3

e′
3
= ∂′

3
xiei = −r sin θ sinφ e1 + r sin θ cosφ e2

b)

(g′ij) = (e′i · e′j) =





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ





c)
dxi = (∂′jx

i)dx′j , dxi = (∂′jxi)dx
′j

dxidxi = (∂′jx
i)dx′j(∂′kxi)dx

′k = (∂′jx
i) (∂′kxi)

︸ ︷︷ ︸

xi=gilxlwobei gil=δilfür kartesische Koordinaten

dx′jdx′k = (∂′jx
i)(∂′kx

i)dx′jdx′k = g′jkdx
′jdx′k

= dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

ds =
√
dxidxi =

√

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

d) L =
∮

C
ds
∣
∣
r=R,θ=π/4

=
∫

C

√
R2

2
(dφ)2 = R√

2

∫
2π

0
dφ =

√
2πR

e) dxi = ∂′jx
idx′j . Da dx′j ein kontravarianter Vektor ist, wird der Vektor von T−1 transformiert, d.h.

dx′j = t∗jidx
i oder die inverse Transformation dxi = tijdx

′j . → ∂′jx
i = tij

dx′j = ∂ix′jdxi. Da dx′j ein kovarianter Vektor ist, wird der Vektor von T transformiert, d.h. dx′j = tijdxi.

→ ∂ix′j = tij
Altrnative Lösung :
(
e′
1

e′
2

e′
3

)
=

(
e1 e2 e3

)
T . Da e′j = (∂′jx

i)ei, gilt t
i
j = ∂′jx

i

Duale Basis





e1

e2

e3



 =
(
e1 e2 e3

)−1
= T

(
e′
1

e′
2

e′
3

)−1
= T





e′1

e′2

e′3





Da ei = ∂ix′je
′j , gilt tij = ∂ix′j .

f) ei∂
iA(x) = ei(∂

ix′j)∂
′jA(x) = eit

i
j∂

′jA(x) = e′j∂
′jA(x) ≡ ∇A(x)
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