Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2016W

6. Tutorium - L&sungen 18.11.2016

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

6.1 Spektraltheorem fiir die nicht-orthogonale Basis

z! z! —3z! — 222 z!
a) A( 22 ) :)‘< 22 ) - ( Az) + 322 ) 2)\( 22 > — (=3z! — 22%)2% = (42! + 32?)z?

— dztal 4+ 6222 + 22222 = 0 — (22! + 22) (2 + 2%) = 0 — 22 = —22! oder —z!

Wenn 22 = -2z, A( _2;1 ) = ( _lexl ) —zB.x; = ( _12 ) mit A\; =1

(x1 =C4 ( ,12 mit einer beliebigen Konstante C;(# 0) kann ein Rechtseigenvektor sein).
WennxQZ_xl’A< _ff; >: ( —;11 ):_< _x;l ) = 2.B. x2 = ( _11 > mit Ay = —1
(xo = Cy < _11
b)(§;>=(><1 Xo )_1=<_12 _11 >_1=(21 11>

( Im Allgemeinen, x' = (1/Cy) ( =1 -1 )und x> =(1/Cs) (2 1))

o) x'A=(-1 —1)(_43 _32>(—1 -1 ) =Ax!

ea=(z ) (P 7)) mwe
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mit einer beliebigen Konstante Co(# 0) kann ein Rechtseigenvektor sein).

6.2 Differentialoperatoren

a) X = m/lfi — x/lejt]i — xﬂej — x] = t]ixll
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C) Aus (a) 6;IZ = tkjakilfi = tkjdik = tij

Aus (b) 9" (x) = t'40%(x) — 0'a) =t ) = t';

d) 8"p(x) = (9"2"7)0jip(x) = (0" g™ ) O (%) = 6 kg™ i (x) = ¢" Djap(x)



6.3 Lokale Transformation

a) x = z'e; mit e; = %, ex = ¥ und e3 = 2.

Infinitesimale Anderung von x: x + dx = x + dz'e;.

Lokale Basistransformation (linearisierte Basistransformation fiir die infinitesimalen Anderung):
x4+ dx = x + dr'e; = x + (9ja")dxe; = x + da' €. (mit €} = (9j2")e;)

Kugelkoordinaten: z'* =r, /2 =0, /> = ¢

Transformation zwischen Kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten:
' = rsinfcos ¢, 2 = rsinfsin ¢ und z3 = r cosé.

= 0| x'e; = sinf cospe; + sinfsin ey + cosf ez
e, = dhrie; = rcosfcospe; +rcosfsingpe; —rsinfes

e, = Oix'e; = —rsinfsinge; + rsinfcos ¢ ey
b)
1 0 0
— _ 2
W =te-ep=[0 o
0 0 7r°sin”6

c
! = (Oja")da', dx; = (Ofx;)dx!
dx'dr; = (9" )dx"? (8,’Cxl)dx’k (&2") (Opai) dada’™ = (Oja")(Opx)dxd da't = g;-kdx’jdx'k
z; =g x'wobei g;; =06, fiir kartesische Koordinaten

= dr? 4+ r2df? + r2 sin” 0d?
ds = Vdz'dz; = \/dr? + r2d6? + r2 sin® 9d¢2
) L= dods|_py = Jo V2 (do)? f d¢ =V2rR
e) dr' = Gg.xid:v’j. Da dz'7 ein kontravarlanter Vektor ist, wird der Vektor von T~! transformiert, d.h.
dz = t*;dx" oder die inverse Transformation da’ = t';dx"7. — 8§-xi =t

dr; = 8im;dwi. Da dx’; ein kovarianter Vektor ist, wird der Vektor von T transformiert, d.h. dz; = t'dw;.
— 81‘%; = Ifij
Altrnative Losung :

(e e e )= (e e e3)T.Daej=(dz')e;, giltt'; = &z’

el 1 1 &/l
Duale Basis | € | =(e; e e3) =T(e} e e ) =T|[ €2
&3 o3

Dae' = 8ix;e’j7 gilt ¢t = 3%;
f) ;0" A(x) = e;(0'x})9"7 A(x) = e;t’ ;0" A(x) = €07 A(x) = VA(x)



