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7. Tutorium für 25.11.2016

7.1 Residuensatz

Berechne für einen Kreis C mit Radius 3 (z = 3eiθ mit 0 ≤ θ < 2π) in der
komplexen Ebene die folgenden Integrale:
a)

∮

C
z

z2−z−2
dz

b)
∮

C
1

2z2−4z−16
dz

c)
∮

C
z3+z2+1
2(z+1)3

dz

d)
∮

C
e2z

z(z−1)
dz

7.2 Gaußscher Integralsatz

Die Koordinatentransformation zwischen kartesischen Koordinaten (x1 = x, x2 =
y, x3 = z) und Kugelkoordinaten (x′1 = r, x′2 = θ, x′3 = φ) ist durch (x, y, z) =
(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ) definiert wobei r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π.
Eine infinitesimale Änderung eines Vektors x ist mit der lokalen Transforma-
tion dx = dxiei = dx′ie′i dargestellt. ei und e′i sind die Basisvektoren der
kartesischen Koordinaten und der Kugelkoordinaten.
a) Betrachte eine Kugel V = {(r, θ, φ)|r ≤ R, 0 ≤ θ < π, 0 ≤ φ < 2π} und
ihre Oberfläche F = {(r, θ, φ)|r = R, 0 ≤ θ < π, 0 ≤ φ < 2π}. Finde zwei Ba-
sisvektoren, die die Tangentialebene im Punkt r = (R sin θ cosφ,R cos θ sinφ,
R cos θ) an die Fläche F aufspannen, und schreibe den Vektor rT − r als Line-
arkombination der Basisvektoren, wobei rT ein beliebiger Vektor in der Tan-
gentialebene ist.
b) Berechne den Flächeninhalt dF des Parallelogramms das von den Vektoren,
dx′2e′2 und dx′3e′3, aufgespannt wird und zeige, dass dF =

√

det(g̃′)dθdφ gilt

wobei g̃′ =

(

g′22 g′23
g′32 g′33

)

und g′ij die Elemente des metrischen Tensors g′ der

Kugelkoordinaten sind.
c) Berechne für ein Vektorfeldw = 2r sin θ cosφe1+r cos θe3 das Oberflächenintegral

∫

F

w · dF =

∫

F

w · n dF

wobei n der normierte Normalenvektor n auf F ist.
d) Berechne das Volumen dV des Parallelepipeds das von den Vektoren, dx′1e′1,
dx′2e′2 und dx′3e′3, aufgespannt wird und zeige, dass dV =

√

det(g′)drdθdφ gilt.
e) Berechne für das Vektorfeld w aus (c) das Volumenintegral

∫

V

∇ ·wdV .
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7.3 Cauchyscher Hauptwert

a) C1 = {z = Reiθ | 0 ≤ θ ≤ π} sei ein oberer Halbkreis mit Radius R um den
Ursprung in der komplexen Ebene. Berechne das Integral

∫

C1

1

z3 − z2 + z − 1
dz

im Limes R → ∞.
b) C2 = {z = reiθ + 1 | 0 ≤ θ ≤ π} sei ein oberer Halbkreis mit Radius r um
den Punkt (1,0) in der komplexen Ebene. Berechne das Integral

∫

C2

1

z3 − z2 + z − 1
dz

im Limes r → 0.
c) Berechne den Cauchyschen Hauptwert

P

∫

∞

−∞

1

x3 − x2 + x− 1
dx ≡ lim

ε→0+

[
∫

∞

1+ε

1

x3 − x2 + x− 1
dx+

∫ 1−ε

−∞

1

x3 − x2 + x− 1
dx

]

.

Ankreuzbar: 1ab, 1cd, 2a-c, 2de, 3ab, 3c
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