Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2016W

7. Tutorium - Lésungen 25.11.2016

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

7.1 Residuensatz
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7.2 Gauflscher Integralsatz

a) Kugelfliche F : r = R (konstant) — dz"* = dr = 0 — Basisvektoren : e}, = ), und e} = €/,
Vektor in der Tangentialebene

rr —r = (07 — 0)0pr + (¢ — )0t = (07 — 0)0gx'e; + (¢ — $)0sx'e; = (Or — O)eg + (o1 — d)ey
Aus Bsp. 6.3:

ey = ey, = dhar'e; = Rcosfcosgpe; + Rcosfsingpe; — Rsinf ez

e, = ey = Oiz'e; = —Rsinfsinpe; + Rsinfcospey

Alternative Losung:
r=R—2>+y°+22=R?> > z2=%\/R?— 2?2 —y2 = fi(z,y) = r(z,y) = ve, +ye, + fi(x,y)es
Tangentialebene r —ro = (v7 — )0, + (yr — y)Oyr
Our|,_p=e1+ 0. f1(z,y)e3 = e1 — (v/2)e3 = e — tanf cos pez = (Rcosf) ! cospeg — (Rsinf) singe,
Oyr|,_p = €2+ 0y fr(x,y)es = ey — (y/z)es = e; — tanfsin peg = (Rcosf) ' sinpeg + (Rsinf) ! cos p ey
2 unabhéingige Linearkombinationen von es und ey kénnen die Basisvektoren der Tangentialebene sein.
b) dF = |(dx"?e}) x (dz'3e ’)| = dz"?dx"3|el, x €}
= dz"?dz"®| R? cos O sin 6 cos® ¢ e3 + R? cos Asin O sin? pes + R?sin? fsin p ey + R?sin? O cos g ey
= da'?da’®| R? sin® 0 cos ¢ e; + R? sin? fsin ¢p ey + R? cos fsin 6 e3| = da'?dx’> R? sin 0
1 0 0
Aus Bsp.63 (gl) = (el €)= | 0 B2 0 | = det(&) = ghghs — ghaghy — R'sin6

0 0 R?sin?60
F = \/det(g')dbd¢
Alternative Losung:
Transformationsmatrix T = ¢* j, Basistransformation e; =t j€i

dF = da:’de’3|e’2 X eé‘ = d.T/le‘/B‘(tiQei) X (tjgej)| = dl‘/2d$/3|ti2tj35i]’kek|

= dCEQd:B/s \/(Eijktigtjgek) . (€l7nntl2tmgen) = diL’/zdSU/g\/€ijk61mnti2tj3tl2tm35kn
= dz'?dz"? \/Eijk&'lmktigtjgtlgtmg = dz'?dz"? \/(5il5jm - (5im(5jl)ti2tj3tl2tm3

= da"?da’®\ /st stiot 5 — tatistjotis = da’?da’\[tiatigti st 5 — tiatiztist),

ggj =e] ~e§- = (thier) - (tje)) = tF;t' ;0 = tkitkj (fiir orthonormale Basis, gi; = 6 und t*; = #1;)
[Anmerkung : In der Transformationmatrix t*; zwischen den 2 Basen ist k der Index der kartesischen
Koordinaten und j der Index der Kugelkoordinaten (orthogonal aber nicht-normiert). Deswegen t* j =t
aber t; = tklgl’j # trl ]

det(g') = ghoghs — Ghsgho = thatpatlstis — thotystist;y — dF = \/det(g')dzbhdzly = \/det(g')dOdg.
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¢) Normalenvektor: n = ot ol |

— dF = ndF = 2% e x e3|d9d¢ = e, x efdfde

lef xef
= (R%sin®6fcos pe; + R2 sin? @ sin ¢ ey + R? cos Osin 6 e3)dfdo
= R?sinf(sin 0 cos ¢ e1 + sin fsin ¢ ey + cos f e3)dfdp = R? sin fe)
w = 2R sin 6 cos qbel + R cosfes
[pw-dF = []df f dp(2R? sin® 6 cos® ¢ + R3 cos® fsinf) = [ df(2mR? sin® 6 + 2w R3 cos? 0 sin )
=27R? [ dfsinf = 47 R®

d) Volumen des Parallelepipeds (siehe Bsp.3.3 und 4.1) : dV = dz'*dz?dx"®|€} - (e}, xe})| = da't da"?dz’3| det(E')|
wobei E' = (€] e} ef)
Metrischer Tensor : g’ = E'TE’ — det(g’) = det(E'TE’) = det(E'T) det(E') = det(E’)?
— dV = da'tdx"?dz’3\/det(g’) = r? sin OdrdOde
e) V-w=0, (2rsin0cosz,z5) + 0,(rcosf) = 0y (Qx) +0,(2)=2+1=3
Jy V-wdV = fo Jo J5 " 3r?sinOdpdfdr = 6 fo r2dr ) sindf = 6m - 0 — 4nR3

GauBscher Integralsatz : [, V-wdV = [, w-dF

Alternative Losung:

w = 2rsin 6§ cos pe; + r cos feg

V-w=¢€" 0w=el(2sinfcospe; + cosfes) + e? - (2rcosd cos pe; — rsinfes) + >(—2r sin § sin pe; )
et = gijeg — e/l =e| =sinfcosgpe; +sinfsinpes + cosdes

2 = Leh=1lcosfcosper+icosfsinge,—Lsinfes, €= _ds-el=—sing/(rsinb)e;+cosg/(rsind)e;

— V- w = 2sin62 cos? ¢ + cos? 0 + 2 cos? f cos® ¢ + sin® 6 + 2sin® ¢ = 3
[y V-wdV = [, 3dV = 47 R?
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7.3 Cauchyscher Hauptwert
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Integrationspfad C
)P [, mdl’ (@)
= fC z37221+z 1 fC Z37221+271d2 + ng z37221+z71dz ‘\Cl
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Anmerkung : Der Cauchysche Hauptwert ist unabhéingig von Integrationspfad. Z.B. C’ sei ein Integrations-
pfad wie C aber der obere Halbkreis Cy ist durch dem unteren Halbkreis C, = {z = re?|r < 6 < 27}
ersetzt.
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