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8. Tutorium - L&sungen 9.12.2016

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

8.1 Delta-Distribution

a)t=1—-2z 5z =(1—-1t)/2und dz = (—1/2)dt
[ 601 —22) (2 + 2z + D)de = [T 6()((1—t)%/4+ (1 —t) +1)(—1/2)dt
= [T 0)(1/2)(1—t)?/4+ (1 —t)+ 1)dt = (1/2)(1/4+1+1) =9/8
b)t=2a?-3z—4— z1(t) = (3— /25 +4t)/2 oder z5(t) = (3+ /25 +4t)/2
Fiir —25/4 <t <00, 3> z1(t) > —oo und 3 < z2(t) < o0
75 6(a* = 3z — 4)e¥dx = ffoo §(2% — 3z — 4)edx + [, 6(x? — 3 — 4)e”da
= _ff;s/z; 5(t)eml(t)mdt + ff35/4 5(t)em2(t)mdt =—e1(=1/5) +e*(1/5) = (e7 +e1)/5
o) [T H(E — 2% — y?)dady ist die Fliche eines Kreises mit Radius VE. — 7E
Alternative Lésung: E — 22 — y? > 0 mit Polarkoordinaten z = rcosf, y = rsinf — 0 <r < VE

f_ 1= xz —y?)dzdy = 0277 fo\/ﬁ rdrdf = 27r(E/2)clt9 =7FE

d) /7 f,m —a? —y?)dudy = 5 [T [T H(E = 2® — y?)dwdy = J5(nE) =
Alternative Lésung mit Polarkoordinaten
[ I 0B — 2 —yP)dedy = [77 [6 )rdrdf = \/Eﬁde =7

e) [T [T 0(E— a2+ y2)d;vdy ist ein Krelsumfang mit Radlus E — 27FE
Alternative Lésung mit Polarkoordinaten

[ [ 0B — a2 v y?)dady = [ [°6(E —r)rdrdd = [.7 Edf = 2nE

8.2 Verallgemeinerte Funktion

a) (4 +7) (H(t)e ) = 6(t)e ™" —yH(t)e " +yH(t)e " = 6(t)
Anmerkung : G(¢,t') = H(t — t’)e’”f(t’t/) ist eine Greensche Funktion des Operators £; = % + .

b) (57 + 27%) (H(t)te ™) = (& +29) | 8(t) te 2 +H (B)e™ " = yH(t)te
=0
=8(t)e " —yH(t)e " —5(t)te " — yH(t)e 7 + 2 H (t)te 7 + 2vH (t)e "t — 292 H (t)te !
=6(t) — Y H(t)te "
A2nmerkung (Gt ) = H(t—t')(t—t")e 7=t ist eine Greensche Funktion des Operators £; = % +2v4 4
¥2.
¢) Lsin|z| = L (H(z)sinz — H(—z)sinz) = §(z)sinz + H(z) cosz + §(—z) sinz — H(—z) cosz
= H(z)cosx — H(—x)cosz = sgn( ) cosx
d) % sin |z| = %sgn(m) cosx = (2H( )—1)cosz = 2§(z) cosz—(2H (xz)—1) sin(z) = 2§(x)—sgn(z) sin(x)
(oder = 26(x) — sin|z|)
e) [;° f(z)sinade = f(z)sinz|3 ) — [;° f(x) cosadr = — fO”/Q sinz cos zdx = — 1 foﬂ/Q sin 2zdz = —1
Alternative Losung
fl@)=H(r/2+x)H(w/2 — x)sinz
= f(x)=H(r/2+z)H(n/2 —z)cosx + 6(w/2 + x)H(w/2 — x)sinz — H(w/2 + x)d(w/2 — x) sinx
=H(r/24+z)H(n/2 —x)cosx —6(n/2+x)H(r/2 —x) — H(r/2 + x)d(7/2 — x)
1" f (@) sinzdx
=[S H(r/2+x)H (r/2—z) cos xsinzda— [ 0(m/2+x)H (n/2—z) sinwde— [ H(r/2+2)6(n/2—2) sin zdx
:foﬂ/2cosxsinzdx707f0 (7/2 — x)sinzdr = —1/2



8.3 Greensche Funktion

Ansatz : Gr(t,t) “L Ga( ) e t=t) dy

LiGr(t,t) =6(t — )%Effooo(fw 72w72)(¥1( ) eiw(t=t") :%f e =)
Vergleich der Integranden: (—w? — 2w — 2)Gr(w) =1 — Gr(w) = +§w+2 = (w+1+z)l(w+1 B
Fourier-Transformation G(t,t') = 5= [* et~ G (w)dw = — 5= [* %d

Das Integral kann mit [~ e™“(t~*)Gp(w)dw = $e, et G (w)dw — Je, e et G (w)dw

oder — ¢, ei“(t’t’)éz(w)dwfféz eiw(t*t’)él(w)dw gerechnet werden. Hier Oy = {z = r¢®|r = R,0 < < 7}
ist der obere Halbkreis und Cy = {z = re¥|r = R, 7 < § < 27} ist der untere Halbkreis. C; und Cy sind der
geschlossene Halbkreis der den Pfad {z = 7e?’| — R < r < R, = 0} enthalten.

Auf den Halbkreisen glit [e™(~*)| = |exp(iRe® (t — t'))| = |exp([iRe(Re'?) — Im(Re™)](t — t'))|

= |exp(—Im(Re™)(t —t'))|. Im Limes R — oo, |e*(*"*)| — 0 auf dem oberen Halbkreis C; (d.h. Im(Re'?) >
0) wenn ¢ > ¢’ oder auf dem unteren Halbkreis Cy (d.h. Im(Re™) < 0) wenn ¢ < t'.

Dalimp o0 Gr(w) = 0, gilt [ ™G (w)dw — 0 wenn ¢ > ¢/ und [e, et G Hw)dw — 0 wenn t < t/.
Deswegen ist die Rechnung des Integrals ist leichter mit ~

Jo e tTG (W) dw = §, UG (w)dw — [5 €T G (w)dw fiir £ > ¢ und

[ =G (W) dw = — §C =G (w)dw + [g, G (w)dw fiir £ < ¢,

Mit Hilfe des Residuensatzes und im Limes R — 00, ~

Gr(t,t') = s H(t =) §, 0 )G (w)dw — ;ﬂH(t’ — 1) $p, TG (W) dw

= iH(—t) £ L TH(E 1) —LH(t—t)e-1=00=t) _ LE (¢ — ¢)e(-(t=t)
+i

e'iw(t—t/)
w+1—1 o=

w+1+4+12 ——
’ . ’
— _%e—hﬁ—t |e—z(t—t )

b) yr(t) = [, Grlt,t)f(t)dt' = =5 [57 eI Hle il gy

—1—3

Wenn t >0
_ ’ i _ ’ . ’ t _ ’ i _ ’ - ’
yI( ) — ; t"oe t'+ty i(t t) iwot’ gy _ 1 f ettt e i(t—t )ezwgt dt’
_ —26 e—ztf e( 1+z+zw0)t dt/ _ 1 —t —ztf 1+i+iwo)t/dtl
1t —qtelTiTitiwo)t gy ﬂte(l*’*“"o’t 1 —t —it 1
p¢¢ “Ttitieo 26 € TFitiog 2¢ ¢ Tririmg
_1_ et 1 eiwot + L=+t 1 __e'wot 4+ le—(1+ipt 1
2 —1+it+iwo 2 1+i+iwo 2 1+it+iwg wg+2wo 1+i+1wo
Wenn t < 0
—t’ +te i(t—t") iwot’ r_ 1t —it [ (=1+itiwe)t’ g4/ — 1 (1—i)t 1
yi(t) = 2f0 dt = —3e'e fo € dt’ = ze “Ttitiwo

*) y](t < 0) #0

¢) homogene Differentialgleichung: £;Go(t,t') =0

Fouriertransformation : —(w + 1 +4)(w + 1 — i)Go(w) = 0

— Go(w) muss auBer w = —1 4 i null sein. — Go(w) = c16(w + 1 — ) + cad(w + 1 +14).
— Go(t,t') = Cret=1=D0t) L Che(=D0=t) mit ¢} = ¢; /(2n) und Cy = ¢5/(27).
yi(t) = fooo e(=1=9)(t=t") giwot’ gy — o—(1+i)t fOOO e(titiwo)t’ g — o

yg(t) _ fooo e(lfi)(tft’)eiwgt’dt/ — o(1-i)t fOOO 6(71+i+mo)t’dt1 — _e(1=i)t 1

“T+itiwo

— y(t) =yr(t) + 2y2(t) = 0 wenn t < 0
und wenn ¢t > 0 . . . ' B .
y(t) - yl(t)—i_%yQ(t) - _W§+§W0+%e_(l+l)tm_§e(l K *1+i1+iwo = _W§+;w0+ e (1+§+iwo N 71+ei+iw0)
Anmerkung : Die Greensche Funktion, die die Randbedingung erfiilt ist
G(t,t') = Gy (t, t/) (1/2)6(171')(15715’) 1 7i(t7t’)H(t _ t/)(etft’ _ ef(tft’))
Die Losung y(t f Gr(t,t)f({t)dt = f Gr(t,t")f(t')dt' ist nur von der Vergangenheit y(¢') mit ¢/ < ¢
bestimmt aber hat keinen Einfluss von der Zukunft ' > ¢ (Kausalitét).
Alternative Losung :
homogene Differentialgleichung: L;yo(t) = 0
Fouriertransformation : yo(t) = 5= [~ fjo(w)e™'dt

—(w+1+i)(w+1—1)Jo(w) =0 — Fo(w) muss auer w = —1 £ 4 null sein.
= Jo(w) =c16(w+1— z) 4 cob(w 4+ 1 +1) = yo(t) = Cre= 1+t 4 Chrel =)t

Mit C; =0 und Cs = m,y(t<0):0undwennt>0
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