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9. Tutorium - L&sungen 16.12.2016

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

9.1 Sturm-Liouville-Problem

a) 2y" (z) + 4y’ (z) + 3y(x) = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt : p(z)y”(z) + p/(2)y'(z) +
q(z)y(x) =0

(x)/p(x) = 4/2 und q(x)/
= (5 [ 3] + 3¢*7) (=) =

b) Ansatz: y(z) = w(z)u(z)
— 2y () + 4y (x) + 3y(x) =
4u’ + 3u)w
In der Liouville’schen Normalenform muss der 2. Term null sein: 4u’ +4u =0 — u=e~
Die Differentialgleichung ist 2e *w” + (2 — 4+ 3)e "w =0 — —w” — fw =0
¢) Allgemeine Losung : w(x) = c161/V2 4 coe=in/V2
— y(z) = u(@)w(z) = (c16'/V2 4 cye=i7/V2)e~
d) —y" — (1/z)y + Zy = \y
Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt : p(x)y” (z) +p'(2)y' () +q(z)y(z) + Ap(x)y(x) = 0
Vergleich p'/p = 1/x, ¢/p = —m? /2% und p/p = 1
— p( ) =exp([(1/x)dz) = exp(lnz) =z, ¢ = —m?/2’p = —m?/z und p=p = z.
= i () yl(e) = By(@) + Aay(e) =0
e) Ansatz. y(z) = w(x)u(zx)

—y" = (1/z)y = —w"u —wu’ — 2w'u — (1/z)(w'u 4+ wu') = —ww” — (1/x)u + 20" )" — (v + (1/x)u’)
Liouville’sche Normalenform : (1/z)u+2u' =0 — u = exp(— [ 1/(2z)dx) = 1/\/x

(r) =3/2 = p(z) = €** und q(x) = (3/2)e**

o’ﬁ

2(w"u 4+ wu” + 2w'’) + 4(w'u + wu') + 3wu = (2u)w” + (4u’ + 4u)w’ + (2u” +

€T

2 2 4
—y" = (1/2)y + %y*w:*ﬁﬂ/’*[ﬁ*ﬁ*ﬁw“#}wﬂfﬂ( w4 Mt — )
— —w' —i-;l/‘lw—)\w

9.2 Separationsansatz

Ansatz: $(x) = R(r)P(6)F (@)
Differentialgleichung (£, R)PF + r~%(LyP)RF + ———5(LyF)RP = —2ERPF
mit £, = r720,(r%9,), Ly = sin™ " 00y (sin ), und Ly= 8

multiplizieren mit 72/(RPF) : r2R71L, R + P71LyP +
— r’R™ lﬁ R+2Er?=—-pP- 1£9P — m 1£¢F
linke Seite: Funktion von r, rechte Seite: Funktion von 6, ¢

— Die Gleichung gilt nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhingig von r, 0, ¢).
R, R+2E? =271 — L, R—Z1/T?R+2ER =0

—pP- F7IL,F =7,

multiplizieren mit — sin® 6

sin® 0P~1LyP + Zysin* 0 = —F~1L4F

Die Gleichung gilt nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhéingig von 6, ¢).

sin® 0P~ LoP + Zysin® 0 = Zy — LoP + Z1P — %4P =0

und

LoF =—-Z2F

_1£¢F = —2Fr?

sm2 0




9.3 Greensche Funktion

a)
e — 1
Gr(w) = — m

ZUJ 1 o0 1 iw Yy
G’+tt/f f G tt)dw—_ﬁffoome =t du
Das Integral w1rd mit einer Verschiebung der Pole bei ie (e > 0) berechnet.
G+(t #) = _L L Jim, 0+ f — is)l(w = e =) g
= —iH(t— ’)hmsﬁm (E1 e ci(Brtie)(t—t) | E;El ei(E2+is)(t—t’))
= —iH(t—t) 5 ( iy (t—t') _eiEg(tft’))
= —iH(t — ') gyl F B t)/2 (i(B1—E2)(t—t')/2 _ efi(El—Ez)(t—w/z)
Z)QH(t —t) E1—E‘2 Z(E1+E2)(t t')/2 gin (%(El — By)(t— t’))
b
G; (tat/) = _i lim,_,¢- foo (o—Ei— is)l(w yoppm zs) ewt=t") duy

= iH(t —t)lim, o (EI_EQ i(Bytie)(t—t)) 7Elei(E2+is)(t—t’))
— ZH(t/ _ t) 1 (elEl(t—t ) e’LEQ(t—t ))

F1—E»
— iH( — 1) pgee i(B1+Es)(t—t') /2 <6i(E17E2)(t7t’)/2 _ efi(EleQ)(tft’)/2)

= “2H(t' — t) i e/ BB =2 6in (L(By — By)(t — "))
c) Go(t,t") = G (¢, t) G (t,1)
= 2H(t t ) 1 Z(E1+E2)(t t )/2 Sln (%(El — EQ)(t — tl))+2H(t/—t)ﬁei(El+E2)(tit )/2 Sin (
— 7E17E2 Z(E1+E2)(t t’ )/2 Sln ( (El EQ)(t — tl))
LGo(t,t) = i B2 Gy (t,1) + !B+ ED /2 005 (L(By — Ba)(t — 1))

(dt ZEQ) Go(t t/) = ’LEl 2 Go(t t ) + 61(E1+E2)(t t)/2 [¢0)] ( (El - EQ)(t — t/))
t

(E1 — Eo)(t—t))

1
2

= jel(B1tB2)(t=1")/2 giy) (§(E1 BEo)(t —t')) + el PrtE)(=t)/2 o5 (L(E) — By)(t — 1))
— ei(El-'rEz)(t—t/)/?ei(El Ez)(t t/)/2 =— F(t t )

4 (2 —iEg) Go(t,t") = iE2 2 p(t,¢) + i B2 (¢, 1)

=il F(t, )

(* — ZEl) ( ZEQ) Go(t t ) 0



