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2. Test - Losungen 19.1.2018

1 Rechenbeispiele [30 Punkte, 6 Punkte je Frage]
a) [¢ (6(x—1) +5(x+1)) Tdr =e

fioc ffoo — 22 — y?)dxdy = % ffooo ffooo H(E — 2? — y?)dxdy = (7rE)
Alternative Lésung 1:
S e —a? — y?)dady = [ dr OQTF do r6(E —r?) =2n [ drr§(E —1?)

) on fo dt6(E—t)t =m

) 27 ), dr7“2f((5(7" VE)+6(r+VE)) =

Alternative Losung 2:

Wenn E > 22, §(E — 2% — y?) = 2\/ﬁ(é(y —VE—-22)+46(y+ VE —22))

[ [ 0(E—a?—y?)dady = f%dwwﬁ 2. dy(6(y—VE — 22)+6(y+VE — 2?)) = f%dx\/ﬁ
=VEsint — dx = VE costdt

vVE 1 ™/2 _ (/2 1o 1
f_\/ﬁdx\/m I” 2 dt@costm —f_ﬂ/thcostcost = T
o) Jo () sinadr = f(z)sinz|;, — [ f(z)coswdr = —fo sinz cos zdx = —1 foﬂ/z sin 2zde = —1

Alternative Losung
flx)=H(n/2+z)H(r/2 — z)sinz
— f(x) =H(r/2+z)H(n/2 —z)cosx + 6(w/2 + x)H(w/2 — x)sinz — H(w/2 + x)d(w/2 — x) sinx
?OOHf(;E/? —|— x)cli‘[(ﬂ/Q —z)cosx —6(m/24+x)H(n/2 —x) — H(n/2 + x)6(7/2 — x)

0 x) sin wdx
= fooo H(rw/2+z)H(m/2—x) cos x sin xdx— fo (r/2+x)H (7 /2—x) sinxdw—fooo H(m/2+z)8(m/2—2) sin zdx
= fOW/Q cos zsinxdr — W/Q §(m/2+ x)sinwdr — [ 6(n/2 — x)sinadr =1/2+0— 1= —1/2
d)t =22 = do = 1/(2\[)dt
I e dy = St et \1[dt 3 Jo teTtdt = 3T(2) =

2

1

2

Alternative Losung: %%(1‘26_‘”2) =zl — g

— fooo e dy = — Lg2e—7" . —|—f0 re=* dy = fo t1/2e—t i/dt foo e tdt =

)t—sm 9—>dt—281n9c056d9—2t1/2(1 t)1/2dp

0”/2 sin® 0do = f 214121 — ¢)=124t = L [743/2(1 — £)"V/2dt = 1B(5/2,1/2) = L1(5/2)T'(1/2)/T(3) =
L8 myaf2 = En

Alternatlve Losung
sin 0 = 1(1—cos(20))? = 11 cos(20)+1 cos?(20) = 23 cos(20)+2 (1+cos(40)) = 2—1 cos(20))+3 cos(46)

foﬂ/Qsin 9(19—§ W/2d9—7 ﬂ/QCOSQQ Ydo + L fﬂ/2cos40 de—ﬁw

2 Greensche Funktion [40 Punkte]
a) (4 +1—1) (—71 ')Glfd(t—t)

Ansatz : Gr(t,t') L% Grw) et dw

Inhomogene Glelchung. £tG1 (t,t) = 5(t t) = &= ffooo (iw+1—i) (iw—1—1) Gy (w) e« dy = = ffooo e =t duy
. LA _ 1 _ 1

Vergleich der Integranden: G(w) = o o o=1=h) = — =iz i)(w )

Fourier-Transformation Gr(t,t') = 2177 fooo ei‘“(t’t/)Gl( dw = — f_ %d

eiw(t— t) elw(t— )
= H(t_t)hmR_"X’ (fCl (w—l z)(w—l-}-z)d - fcl (w— 1 z)(w—l-i—z)d )
giw(t— t") elw(t— )
+or H(t — 1) limp_ o (ffcz e W — e, GG dw)
wobei Cy (C3) der obere (untere) geschlofiene Halbkreis mit Radius R ist und ¢; (¢3) der obere (untere)
offene Halbkreis.



Im Limes R — oo konvergiert die Integrale (2. und 4. Integrale) entlang des oberen offenen Halbkreises gegen
null. Nach dem Residuensatz konnen die restlichen Integrale berechnet werden:

Gr(t,t)=—H(t — t/)%e(flJri)(tft’) — H(t — t)%e(lﬂ‘)(tﬂt’)
b)

(£ -1-9)G; i +o(t' —t)3
—H( t’)%( 1 —|—z)e( 1“)“ U)— H(t — )3 (1 +4)e0FD0) — (14 0)Gy(t, 1)

= —H(t—t) (=140 L gt — )11 +i)eHIE) = H(t — ¢)e(-1400=1)
(%Jrlfi)(%f —Z)sz( 171) H(t —t)e-140(=t)

=6t —t')+ (=1 4+ ) H(t —t")eHDO) L (1 — ) H(t —t/)eTHDO) = 5t — /)

Alternative Losung:

(4 +1—4)(4£-1- ‘)Glf%—Q G20

%G}(t,t') _ 75(15 ) e(—1+d)(t— ) Jr 5(75' _ )2 e(L+4)(t—t")

fH(t ti(—1+i)el= ity Ht — )11 +i)et+0=)

—0(t =)L 48t —t)L — H(t — )3 (1 +0)eHIE) (1)L (1 4 i) +DE1)

= —H(t—t)3(~1+i)eHDE) gt — )11+ i)e0+DE)

4 Gj(t,t/) =—0(t—t)i(-1+4)+6(t' —t)2(1+14)

—H(t N t/)% 14 i)26(71+i)(t7t') _ H(t/ _ t)%(l + i)2e(1+i)(t7t/)

= 5(t — )+ iH (t — t)eCHDE) G H () — f)e(HD=t)

LGt 1) = 2L Gyt t) = 6(t — ')+ iH (t — t/)eTIHIE) _GH (1 — $)e0+0(E=1)

+2iH (t— )3 (~ 1+z) (D) L9 H (' — 1) 3 (1 4 0)e(THDE1)

=§(t—t') — H(t —t")e"1H00=1) _ gt/ — )eQ+DE=t) = §(¢ — ') 4+ 2G (¢, ')

— erfiillt die imhomogene Gleichung.

o) yr(t) = [, Gi(t,t)6(t' — T)dt' = g%e( D54 — T)dt' — [ Le+HDE=5(¢" — T)dt!
Wenn t < T, yr(t) = —Le(HDE=T) 4/ (1) = —(1+ i)e(1+a(=T)

Wenn t > T, y;(t) = —Se(-1+0(- 7) LYy (t) = —1(=1 4 i)e(-1+D(=T)

yr(0) = —3e~ T L0 (t =0<T)

1(0) = =51+ )e097 £ 0

homogene Greensche Funktion : (% +1- z) (% —-1- 2) Go=0

— Gi(t, 1) = eHDE) oder Gy(t, 1) = eI

Y (t) = f e(=1+) (=t )5(15’ —T)dt' = e(—144)(t=T)

(t) f (144)(t—t )5(t’ _ T)dt/ _ 6(1+i)(t7T).

t

1
2¢
_1le

Y2
y(t) = yr(t) + Avyi(t) + Asya(t) — y(0) = —2e= T 4 4;,60-9T 4 Aye=(14)T
y'(0) = _*(1‘”)6 O+0T 1 Ay (=1 414)el= 1“ + Ap(1 +4)e DT

Wenn A; =0 und Ay =1/2, y(0) = 4'(0) = 0.
Losung: y(t) = —2e1+00=1) 4 %e(lJri)(t’T) fiir t < T, und y(t) = —Le(FHFDED) 4 LeOFDE=D) fiir ¢ > T

3 Differentialgleichung [30 Punkte]

a) Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:

(a4 [P@) ] +a(x) + Ap(2)) y(2) = 0 = p(z)y” (x) + 9 (2)y' (2) + q(2)y(x) + Ap(x)y(z) = 0
dz?y" + 8xy + (4 + 1+ 4 x?)y =0
Vergleich der Koeffizienten :

P (2)/p(z) = 2/2> — logp(x) = 2logz — p(z) =z
( () +Ap(2))/p(x) = (x + 1/4 + Aa?) /2

= q(z) + Ap(z )—J:+1/4—|—/\x — q(z) =2+ 1/4 und p(z) = 2?

= (L[] e+ 5+ y@) =0
b) Wenn p(z) = p(x ) gilt t(x) = x. D.h. die Differentialgleichungen in der Sturm-Liouville’schen Gestalt
und in der Liouville’schen Normalform haben die gleiche Variable.
Ansatz: w(z) = u(x)y(x)
Differentialgleichungen in der Liouville’schen Normalform: —uy” — 2u’y’ + (—u” + vu — Au)y = 0
Vergleich der Koeffizienten : 2u’/u = 2x/2? — logu =logz — u =2
—(=u" +vu—du)/u=(x+1/4+x2?)/2? = —v+ A= (z+1/4) /2?2 + X\ = v(z) = — (2 + 1/4) /2>
—w"(z) + ( w+1/4 + )\) w(z) =0
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¢) Ansatz : Y7 o ap,z™7 mit ag # 0

—w'(z) + (—%12/4 + )\) w(x)

=—Yr san(n+o)(n+o—1)z" T2 =3 ja,x" T — L3 Ja,a" T A apa™t
==Y an(nt+o)(n+o—1)z" 23" q, 2"t 2 L5 a2 LAY a, a2 =0
Die Gleichung gilt fiir beliebige z. — Alle Koeffizienten der z°"-Term miissen null sein.

27 2 Term: (—o(o — 1) — 1/4)ag = 0 — wegen ag # 0, 0 = 1/2

2 -Term: —ajo(1+0) —ag — ial —a1—ap=0— a1 = —ag

2" T2 Term (n > 2): —ap(n+o)(n+o—1)—an_1 — (1/4)an +Aap_2 =0 — —a,n? —a,_1+Aap_2=0
— ap = —#an_1 + %an_g

a9 = i(/\ao — al) = %ao

az = é(/\al — CLQ) = %(—)\ao — (1/4)()\ + l)ao) = —%ao

(1 = 5 (a2 — as) = (/DA + Do + (1/36)(5X + 1)ag) = 2 5HEL g )

- w(z) =22 — 232 + %aﬁﬂ _ %%1%7/2 I

= y(z) =w(x)/z =V —z'/? 4 %x?’m — %xSﬂ +--

Anmerkung : Urspriinglich war es vorgesehen, dass die Gleichung fiir A = 0 gelost werden soll. Aber
in der Angabe war die Bedingung A = 0 fehlend. Deshalb werden die meisten Punkte gegeben wenn die
Rekursionsgleichung richtig abgeleitet ist.



