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3. Tutorium - Lösungen 3.11.2017

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

3.1 Rechenbeispiele

a) a∗ =

(
a2
−a1

)

→ Ea
∗ = 1

|a|2 a
∗ ⊗ (a∗)T → Ea

∗b = 1

|a|2 a
∗ (a∗ · b) = a2b1−a1b2

|a|2

(
a2
−a1

)

(Allgemein, a∗ = C

(
a2
−a1

)

mit einer beliebigen Konstante C( 6= 0). Aber Ea
∗ ist unabhängig von C.)

b) Fläche : F = |a| |Ea
∗b| = |a| |a2b1−a1b2|

|a| = |a2b1 − a1b2| = |det
(
a b

)
|(= |a× b|)

c) Volumen : V = |(a× b) · c| = |(a× b)kck| = |εijkaibjck| = |det
(
a b c

)
| (siehe Bsp2.1d)

d)
i) Wenn i = j: εijkεklm = 0. δilδjm − δimδjl = δilδim − δimδil (ohne Summe über i)

Wenn l = m = i, δilδim − δimδil = 1− 1 = 0 und sonst, δilδim − δimδil = 0− 0 = 0
ii) Wenn i 6= j: In der Summe über k trägt εijkεklm nur 1 Term (k 6= i und k 6= j) bei.

ii-a) Wenn l = i und m = j (z.B. i = l = 1, j = m = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkij = εijkεijk = 1
δilδjm − δimδjl = δiiδjj − δijδji = 1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-b) Wenn l = j und m = i (z.B. i = m = 1, j = l = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkji = −εijkεijk = −1
δilδjm − δimδjl = δijδji − δiiδjj = −1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-c) Sonst (l = m und/oder l = k und/oder m = k): εijkεklm = 0 und δilδjm − δimδjl = 0
Alternative Lösung: εijk = εabkδiaδjb und εklm = εlmk = εcdkδlcδmd

εijkεklm = εabkδiaδjbεcdkδlcδmd = εabkεcdkδiaδjbδlcδmd

Wenn c = a und d = b, εabkεcdk =εabkεabk
︸ ︷︷ ︸

Summe nur über k

= 1 und wenn c = b und d = a, εabkεcdk =εabkεbak
︸ ︷︷ ︸

Summe nur über k

= −1.

Sonst εabkεcdk = 0. → εijkεklm = δiaδjbδlaδmb − δiaδjbδlbδma = δilδjm − δimδjl
e)
(

~a ·~b
)2

+ |~a×~b|2 =
(

~a ·~b
)(

~a ·~b
)

+
(

~a×~b
)

·
(

~a×~b
)

= aibiajbj + εijkajbkεilmalbm

= aibiajbj+(δjlδkm − δjmδkl) ajbkalbm= aibiajbj+ajajbkbk−ajbkakbj = ajajbkbk = (~a · ~a)
(

~b ·~b
)

= |~a|2|~b|2.

Alternative Lösung :
Betrachte die zweidimensionale Ebene, die auf den Vektoren a und b aufgespannt.
a · b = |a||Eab| und a× b = |a||Ea

∗b| (siehe Bsp.3.1ab)
(

~a ·~b
)2

+ |~a×~b|2 = |a|2|Eab|
2 + |a|2|Ea

∗b|2 = |a|2(|Eab|
2 + |Ea

∗b|2) = |a|2|Eab+Ea
∗b|2 = |a|2|b|2

(Weil a · a∗ = 0, gilt (Eab) · (Ea
∗b) = 0.)

f) [(~a×~b)× ~c]i = εijk(~a×~b)jck = εijkεjlmalbmck = εikjεklmalbmcj = −εijkεklmalbmcj
= −(δilδjm − δimδjl)albmcj = −aibjcj + ajbicj = −(~b · ~c)ai + (~a · ~c)bi

3.2 Reziprokes Gitter

a) F =
(
a1 a2 a3

)
→ V = det(F) = (a1 × a2) · a3 → Volumen : |V |

Anmerkung : Wenn die Basisvektoren ein Rechtssystem bilden, gilt V > 0 und ist das Volumen V .
b) b1 · a2 = b1 · a3 = 0 → b1T = C a2 × a3 (C : Normierungsfaktor)
Normierung des Vektors b1 : 1 = b1 · a1 = C (a2 × a3)

T · a1 → C = 1/((a2 × a3)
T · a1) ≡ 1/V

→ b1 = 1

V
(a2 × a3)

T

In ähnlicher Weise b2 = 1

V
(a3 × a1)

T und b3 = 1

V
(a1 × a2)

T

1



Anmerkung : F∗ =





b1

b2

b3



 = 1

V





(a2 × a3)
T

(a3 × a1)
T

(a1 × a2)
T



 ist die Inverse der Matrix F =
(
a1 a2 a3

)

c) (siehe Bsp.3.1c) V ∗ = b1 · (b2 × b3) = det(F∗) = (det(F))
−1

= 1/V , Volumen : |V ∗| = 1/|V |
alternative Lösung:

V ∗ = b1 · (b2 × b3) = b1 ·

((
1

V
a3 × a1

)

× b3

)

︸ ︷︷ ︸

Bsp.3.1f

= 1

V
b1 · (

(
a3 · b

3
)

︸ ︷︷ ︸

=1

a1 −
(
a1 · b

3
)

︸ ︷︷ ︸

=0

a3) =
1

V
b1 · a1 = 1

V

d) c1 = 1

V ∗
b2 × b3 = 1

V ∗

(
1

V
a3 × a1

)
× b3 = (a3 × a1)× b3

︸ ︷︷ ︸

Bsp.3.1f

=
(
a3 · b

3
)

︸ ︷︷ ︸

=1

a1 −
(
a1 · b

3
)

︸ ︷︷ ︸

=0

a3 = a1

Analog für c2 = a2 und c3 = a3.

3.3 Spektraltheorem

a) d
dt
x(t) = Ax(t) mit A =





0 1 0
1 −1 1
0 1 0





Säkulardeterminante : det(A− λI) = det

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−λ 1 0
1 −1− λ 1
0 1 −λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −λ(λ2 + λ− 2) = 0 → λ = 0, 1,−2

λ1 = 0 : Ae1 = A





a
b
c



 =





b
a− b+ c

b



 = 0 → z.B. e1 =





1
0
−1





λ2 = 1 : Ae2 = A





a
b
c



 =





b
a− b+ c

b



 =





a
b
c



 → z.B. e2 =





1
1
1





λ3 = −2 : Ae3 = A





a
b
c



 =





b
a− b+ c

b



 =





−2a
−2b
−2c



 → z.B. e3 =





1
−2
1





Orthogonalität e1 · e2 = 0, e1 · e3 = 0 und e2 · e3 = 0

b) E1 = 1

2





1 0 −1
0 0 0
−1 0 1



, E2 = 1

3





1 1 1
1 1 1
1 1 1



, E3 = 1

6





1 −2 1
−2 4 −2
1 −2 1





∑

i λiEi = 0× 1

2





1 0 −1
0 0 0
−1 0 1



+1× 1

3





1 1 1
1 1 1
1 1 1



−2× 1

6





1 −2 1
−2 4 −2
1 −2 1



 =





0 1 0
1 −1 1
0 1 0



 = A

c) Orthogonalität der Eigenbasis : EiEj = 0 wenn i 6= j. Bsp.2.2b : En
i = Ei

→ A2 = (
∑

i λiEi)
(
∑

j λjEj

)

=
∑

i (λiEi)
2
=

∑

i λ
2
iEi

→ A3 =
(∑

i λ
2
iEi

) (∑

j λjEj

)

=
∑

i λ
3
iEi

...
→ An =

(∑

i λ
n−1

i Ei

) (∑

j λjEj

)

=
∑

i λ
n
i Ei

d) exp(At) =
∑

n
tn

n!
An =

∑

n
tn

n!

∑

i λ
n
i Ei =

∑

i

(∑

n
tn

n!
λn
i

)
Ei =

∑

i exp(λit)Ei

e) x(t) =
∑

i x
′
i(t)ei

d
dt
x(t) = Ax(t) →

∑

i
d
dt
x′
i(t)ei =

∑

i λiEix(t) =
∑

i λix
′
i(t)ei →

d
dt
x′
i(t) = λix

′
i(t) → x′

i(t) = x′
i(0)e

λit

→ x(t) =
∑

i x
′
i(0)e

λitei =
∑

i e
λitEix(0) = exp(At)x(0)

2


