Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2017TW

3. Tutorium - L&sungen 3.11.2017

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

3.1 Rechenbeispiele

a) a* = ( a2 ) S E.f = ﬁa* ® (a*)T — Ea*b = ﬁa* (a* - b) = %2li=ambs ( az )

—aq la]? —a
(Allgemein, a* = C 2

) mit einer beliebigen Konstante C(# 0). Aber E,* ist unabhiingig von C.)

b) Fliiche : F = |a| [Eq"b| = [a]“2"=1%2] = |ayb) — a1by| = |det (@ b )|(= |ax b|)
¢) Volumen : V = |(a x b) - ¢| = [(a x b)gcx| = |ejjpabjcp| = |det (a b ¢ )| (siche Bsp2.1d)
Q)
1) Wenn i = j €ijkEklm = 0. 6il6jm — 6im5jl = (5il§im — 6im6il (ohne Summe iiber ’L)

Wenn [ = m =1, 6;;0;, — 0imd;yy = 1 — 1 = 0 und sonst, §;;0;m — dimdy =0—0=0
ii) Wenn ¢ # j: In der Summe iiber k trigt €;jx€xim nur 1 Term (k # ¢ und k # j) bel.

ii—a) Wenn [ =7 und m Zj (Z.B. i=1= 1, j =m = 2, k= 3): EijkEklm = €ijk€kij = Eijk€ijk = 1

6“5jm - 5im5jl = 6”6jj - 51‘]'53‘1' =1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)
ii—b) Wenn [ :j und m =1 (Z.B. i1=m= 1, j =1l= 2, k= 3): €ijkE€klm = €ijk€kji — —EijkCijk = -1
0310 jm — Oimdj1 = 03505, — 0;:0;; = —1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-c) Sonst (I = m und/oder | = k und/oder m = k): €;jx€xim = 0 und 6;10;m — 0imdji =0
Alternative Losung: €ijx = €apk0ialjp UNd Exim = Etmk = EcdkOicOmad
€ijkEkim = €abk0ia0jbEcdkOlcOmd = EabkEcdk0iadjbdicOmd
Wenn ¢ = a und d = b, eqprpcdk =EapkEapk = 1 und wenn ¢ = b und d = a, €4ppEcdk =EabkEbak = —1.

—— ——
Summe nur iiber k Summe nur iiber k

Sonst EabkEcdk = 0. — Eijk€klm = 5ia6jb5la5mb - 5ia5jb5lb5ma = éilajm - 6im§jl
e)

N\ 2 N - - 5 -
(@-5) +1ax b2 = (a-8) (a-8) + (axb) - (@x5) = abiasb; + eijua;bucimarbm
= aibiajbj—i—(éjlékm — 5jm5kl) ajbkalbm: aib,-ajbj+ajajbkbk—ajbkakbj = ajajbkbk = ((_1: . (_1:) (5 g) = |(_i|2‘l_)'|2
Alternative Losung :

Betrachte die zweidimensionale Ebene, die auf den Vektoren a und b aufgespannt.

a-b = |a|]|E,b| und a x b = |a||E,"b| (siehe Bsp.3.1ab)

(a-5) 1 x 52 = a2 [Babf2 + |af2[Ba"b[2 = [af2(Bab[? + [BabJ2) = [af2[Bab + Ba"bJ2 = [al?[bf?
(Weil a-a* =0, gilt (Eab) - (E."b) =0.)

£) [(@x D) x &; = €ijk(d X 5)j0k = €4jkEjimAbmer = fikjﬁkzmalbmcj = —€ijkEkimOIbmC;

= 7(6il§jm — 5im5jl)albmcj = 7aibj0j + ajbicj = 7([) . 6)(1,' + (d 5)()1

3.2 Reziprokes Gitter

a) F = ( a; as as ) — V =det(F) = (a; X as) - a3 — Volumen : |V

Anmerkung : Wenn die Basisvektoren ein Rechtssystem bilden, gilt V' > 0 und ist das Volumen V.
b) bl -a; =b!-a3 =0 — b'T = Cay x ag (C : Normierungsfaktor)

Normierung des Vektors by : 1 =bl-a; = C(ag x a3)T -a; - C =1/((ag x a3)T -a;) = 1/V

— bl = % (a2 X ag)T

In #hnlicher Weise b? = - (a3 x a;)” und b? = {- (a; x az)”



bl (a2 X a3)T

Anmerkung : F* = | b? = % (az x a;)T ist die Inverse der Matrix F = ( a; ap as )
b3 (a1 X ag)T

¢) (siche Bsp.3.1c) V* = b! - (b? x b3) = det(F*) = (det(F)) "' =1/V, Volumen : [V*| =1/|V]|

alternative Losung:

V* =b!. (b2 ><b3)—b1-<<‘1/a3 xal) ><b3> = +b' - ((az-b*)a; — (a;-b*)ag) = Lb'-a; =L

1 0
Bsp.3.1f
d) C1 = ‘}* b2 X b3 = Vl* (%33 X al) X b3 = (a3 X al) X b3 = (a3 . b3) a; — ( bg) = a
—_———
Bsp.3.1f =1 =0
Analog fiir Co = A9 und C3 = as.
3.3 Spektraltheorem
0 1 0
a) Ix(t)=Ax(t)mit A=| 1 -1 1
0 1
- 1 0
Sikulardeterminante : det(A — M) =det| 1 —1-X 1 |=-AXMN+AX-2)=0—=A=0,1,-2
0 1 =

a b 1
AM=0:Ae;=A1| b = a—-b+c | =0—2zB.e; 0

c b -1

a b a 1
M=1:Aes=A| b = a—b+c = b — z.B. ey = 1

c b c 1

a b —2a 1
Ad3=—-2:Aeg=A| b = a—b+c :(—Zb — z.B. ez = -2
c b —2c 1
Orthogonalitéit e; e =0, e;-e3=0und e;-e3 =0
1 0 -1 1 1 1 1 -2 1
b)Er=3( 0 0 0 |, Ex=3( 11 1), Es=3| -2 4 -2
-1 0 1 1 1 1 1 -2 1
1 0 -1 1 1 1 1 -2 1 0 1 0
SAMEi=0x3| 0 0 0 +1x§(1 11 |—2xg| -2 4 =2 |=(1 -11
-1 0 1 1 1 1 1 -2 1 0 1 0
c) Orthogonalitit der Eigenbasis : E;E; = 0 wenn ¢ # j. Bsp.2.2b : E? = E

= A2 = (D AE) (I, 0E; ) = 5 (ME) = 3, M

— A% = (3, M2E)) (Zj )\jEj) =2 NE;

¥M=@M1>@AE)ZW&

<??§A%:§%%A = 5, LS NE = 5, (X, G B = X exp(ME;

e) x(t) = e;

i) = Ax(0) 0 3 diai(es = 5, MBox(t) = S (B i) = Aai() = (0 = 20
= x(t) =Y, 2i(0)erte; = Y, eM'E;x(0) = exp(At)x(0)



