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4. Tutorium - Lösungen 10.11.2017

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Differentialoperatoren

a) grad|x| = ∇|x| → ∂j
√
xixi =

xj

|x| (siehe Bsp.2.1f).

b) div rotv → ∂iεijk∂jvk = εijk
︸︷︷︸

antisymmetrisch

∂i∂j
︸︷︷︸

symmetrisch

vk = 0

c) rot(x/|x|) → εijk∂j
xk√
xlxl

= εijk

(
1√
xlxl

δjk − 2xkxl

2(xmxm)
√
xnxn

δjl

)

= −εijk
xkxj

(xmxm)
√
xnxn

= 0

d) div(x× p) → ∂i(x× p)i = ∂iεijkxjpk = εijkδijpk = 0
e) rot(F× x) → εijk∂jεklmFlxm = (δilδjm − δimδjl)∂jFlxm = ∂j(Fixj)− ∂j(Fjxi)
= (∂jFi)xj + δjjFi − (∂jFj)xi − Fjδji = (xj∂j)Fi + 3Fi − (∂jFj)xi − Fi → (x · ∇)F− x(∇ · F) + 2F

4.2 Spektraltheorem und Kommutator

a) Eigenwerte : (λ+ 3)(λ− 3)− 16 = 0 → λ1 = 5, λ2 = −5
b) Die Polynome, p1(t) =

t−λ2

λ1−λ2

= 1
10 (t+ 5) und p2(t) =

t−λ1

λ2−λ1

= − 1
10 (t− 5), erfüllen pi(λj) = δij .

c) pi(A) =
∑

j pi(λj)Ej = Ei

d)E1 = p1(A) = 1
10

(
2 −4
−4 8

)

= 1
5

(
1 −2
−2 4

)

undE2 = p2(A) = − 1
10

(
−8 −4
−4 −2

)

= − 1
5

(
−4 −2
−2 −1

)

A = λ1p1(A) + λ2p2(A) = 5 1
5

(
1 −2
−2 4

)

− 5 1
5

(
4 2
2 1

)

e) Eigenwerte : (λ+ 5)(λ− 10)− 100 = 0 → λ1 = 15, λ2 = −10

E1 = p1(B) = B−λ2I

λ1−λ2

= 1
25

(
5 −10

−10 20

)

= 1
5

(
1 −2
−2 4

)

E2 = p2(B) = B−λ1I

λ2−λ1

= − 1
25

(
−20 −10
−10 −5

)

= − 1
5

(
−4 −2
−2 −1

)

B = 15 1
5

(
1 −2
−2 4

)

− 10 1
25

(
4 2
2 1

)

f) Weil die Projektoren Ei aus (a) und (b) sind identisch, gilt:
[A,B] = [(5E1 − 5E2), (15E1 − 10E2)] = (−5× 15)[E2,E1] + (−5× 10)[E1,E2] = 0

4.3 Metrischer Tensor

a) V = f1 · f2 × f3 = 2

f1 = 1
V
f2 × f3 = 1

2
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b) x =
(
e1 e2 e3

)
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 =
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c) x =
(
x1 x2 x3

)
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 =
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1 x′
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=T∗
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Da gilt xi = xi, T∗
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(g′ijx
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
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√

(1/2)× 2 + (1/2)× 2 + (1/2)× 2 =
√
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f) V = (f1 × f2) · f3 = det(T∗)
g′ = (T∗)TT∗ → det(g′) = det((T∗)T )det(T∗) = [det(T∗)]2 = V 2
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