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5. Tutorium - Lösungen 17.11.2017

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!
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Alternative Lösung: (A′ij) = g−1(A′
ij)g

−1 =

(
−2 1
0 0

)

→ (A′ij(A′
ji −A′

ij)) = tr

[(
−2 1
0 0

)(
0 1
−1 0

)]

= tr
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= −1

5.2 Lokale Transformation

a ) x = xiei mit e1 = x̂, e2 = ŷ und e3 = ẑ.
Infinitesimale Änderung von x: x+ dx = x+ dxiei.
Lokale Basistransformation (linearisierte Basistransformation für die infinitesimalen Änderung):

x+ dx = x+ dxiei = x+ ( ∂
∂x′j x

i)dx′jei ≡ x+ dx′je′j . → e′j = ( ∂
∂x′j x

i)ei
Zylinderkoordinaten : x′1 = ρ, x′2 = θ, x′3 = z
Transformation zwischen kartesischen Koordinaten und Zylinderkoordinaten
x1 = r cos θ, x2 = r sin θ und x3 = z.
e′1 = ( ∂

∂x′1x
i)ei = cos θ e1 + sin θ e2

e′2 = ( ∂
∂x′2x

i)ei = −ρ sin θ e1 + ρ cos θ e2
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)
S mit sij =

∂
∂x′j x

i

b) ∂
∂x′i = ∂xj

∂x′i
∂

∂xj = sji
∂

∂xj

Die Ableitung transformiert genau wie die Basisvektoren mit S. → ∂
∂x′i formt ein kovarianter Vektor und

wird mit unten stehenden Index ( ∂
∂x′i = ∂′

i) geschrieben.
c)

(g′ij) = (e′i · e′j) = STS =





1 0 0
0 ρ2 0
0 0 1



, (g′ij) = (g′ij)
−1 =
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0 0 1





d) ds =
√
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=
√

dρ2 + ρ2dθ2 + dz2

e) Länge der Helix C :
∫

C
ds =

∫ n

0
dt
√

4π2ρ20 + h2 = n
√

4π2ρ20 + h2

f) Vektor auf dem Zylinder : x = xi(x′2 = θ, x′3 = z) ei (ρ = ρ0 : Konstante)
dF = (∂′

2x)× (∂′
3x)dx

′2dx′3 → (∂′
2x

iei)× (∂′
3x

jej)dx
′2dx′3 = e′2 × e′3dx

′2dx′3 = (ρ0 cos θe1 + ρ0 sin θe2)dθdz
= ρ0e

′
1dθdz

Alternative Lösung:
Vektor auf dem Zylinder : x = x e1 +

√

ρ20 − x2e2 + ze3
dF = (∂zx) × (∂xx)dxdz = (− x√

ρ2

0
−x2

e1 − e2)dxdz = (− 1
tan θ

e1 − e2)| − ρ0 sin θ|dθdz = (cos θ e1 +

sin θ e2)ρ0dθdz
= e′1ρ0dθdz

g) dV = dxdydz =
∣
∣
∣
∂(x,y,z)
∂(ρ,θ,z)

∣
∣
∣ dρ dθ dz = |det(∂′

jx
i)|dρ dθ dz = |det(S)|dρ dθ dz

=
√

det(g′)dρ dθ dz = ρdρ dθ dz
Anmerkung : dV = ((e1 × e2) · e3)dx1dx2dx3 = ((e′1 × e′2) · e′3)dx′1dx′2dx′3

5.3 Gaußsche und Stokessche Integralsatz

a) w = yex + xey + z2ez → divw = ∂xy + ∂yx+ ∂zz
2 = 2z

∫

V
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∫ 1

0
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∫

x2+y2<z
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dz

∫ √
z
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ρdρ

∫ 2π

0
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︸ ︷︷ ︸

Bsp.5.2g

2z = 4π
∫ 1

0
zdz

∫√
z

0
ρdρ = 2π

∫ 1

0
z2dz = 2

3π

Anmerkung :
In Zylinderkoordinaten, w = yex + xey + z2ez = 2ρ sin θ cos θe′1 + (cos2 θ − sin2 θ)e′2 + z2e′3
∂′
1e

′
1 = 0, ∂′

2e
′
1 = (1/ρ)e′2, ∂′

3e
′
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′
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2e
′
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3e
′
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′
3 = 0, ∂′

2e
′
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3e
′
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→ e′1 ·∂′
1w = 2 sin θ cos θ e′1 · e′1

︸ ︷︷ ︸
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+2ρ sin θ cos θe′1 ·∂′
1e

′
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+z2e′1 ·∂′
1e

′
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︸︷︷︸

=0

= 2 sin θ cos θ

e′2 · ∂′
2w = 2ρ sin θ cos θe′2 · ∂′

2e
′
1 − 4 cos θ sin θe′2 · e′2 = −2 sin θ cos θ

e′3 · ∂′
3w = 2ze′3 · e′3 = 2z

→ divw = 2 sin θ cos θ − 2 sin θ cos θ + 2z = 2z

b) Vektor auf der Oberfläche F1 : r = xex + yey + ez → Tangentialvektoren : ∂xr = ex und ∂yr = ey
Oberflächenelement : df1 = ∂xrdx× ∂yrdy = ezdxdy →

∫

F1

w|z=1 · df1 =
∫

ρ<1
ρdρdθ = π

In Zylinderkoordinaten : F1 : r|z=1 = ρe′1 + e′3 → Tangentialvektoren : ∂ρr = e′1 und ∂θr = ρ∂′
2e

′
1 = e′2

Oberflächenelement : df1 = ∂ρr× ∂θrdρdθ = e′1 × e′2dρdθ = ρe′3dρdθ →
∫

F1

w|z=1 · df1 =
∫

ρ<1
ρdρdθ = π

c) Vektor auf der Oberfläche F2 : r = xex + yey + (x2 + y2)ez
→ Tangentialvektoren : ∂xr = ex + 2xez und ∂yr = ey + 2yez
Oberflächenelement : df2 = −∂xrdx× ∂yrdxdy = (2xex + 2yey − ez)dxdy
(Anmerkung : Das Vorzeichen des Flächenvektors wird bestimmt, mit, z.B. df2 = −ez für x = y = 0).

→
∫

F2

w|z=x2+y2 ·df2 =
∫

F2

(4xy−(x2+y2)2)dxdy =
∫ 1

0
ρdρ

∫ 2π

0
dθ(4ρ2 sin θ cos θ−ρ4) = −2π

∫ 1

0
ρ5dρ = − 1

3π∫

F
w · df =

∫

F1

w · df1 +
∫

F2

w · df2 = 2
3π

In Zylinderkoordinaten: F2 : r|z=ρ2 = ρe′1 + ρ2e′3 → Tangentialvektoren : ∂ρr = e′1 + 2ρe′3 und ∂θr = e′2
Oberflächenelement : df2 = −∂ρrdx× ∂θrdρdθ = (2ρ2 e′1 − ρe′3)dρdθ
→

∫

F2

w|z=ρ2 · df2 =
∫

F2

(2ρ3 sin θ cos θ − ρ5)dρdθ = − 1
3π

d) Vektor auf der Oberfläche F : r = xex + yey + (5− x2 − y2)ez
→ Tangentialvektoren : ∂xr = ex − 2xez und ∂yr = ey − 2yez
Oberflächenelement : df = ∂xrdx× ∂yrdy = (2xex + 2yey + ez)dxdy
b = z2ex + 4xy2ey + xyez → rotb = xex + (2z − y)ey + 4y2ez∫

F
rotb|z=5−x2−y2 · df =

∫

F
dxdy(2x2 + 2y(10− 2x2 − 2y2 − y) + 4y2) =

∫

F
dxdy2(x2 + y2)

2



=
∫ 2

0
ρdρ

∫ 2π

0
dθ2ρ2 = 4π

∫ 2

0
ρ3dρ = 16π

In Zylinderkoordinaten, F : r = ρe′1 + (5− ρ2)e′3 → Tangentialvektoren : ∂ρr = e′1 − 2ρe′3 und ∂θr = e′2
Oberflächenelement : df = ∂ρrdρ× ∂θrdθ = (−2ρ2e′1 + ρe′3)dρdθ
rotb = (ρ cos(2θ)− 2z sin θ)e′1 + (2zρ−1 − sin θ) cos θe′2 + 4ρ2 sin2 θe′3
→

∫

F
rotb|z=5−x2−y2 · df =

∫

F
(−2ρ3 cos(2θ) + 4(5− ρ2)ρ2 sin θ + 4ρ3 sin2 θ)dρdθ = 4

∫

F
ρ3 sin2 θdρdθ = 16π

e) C = {(x, y, z)|x2 + y2 = 4, z = 1} → ds = ∂θ(2 cos θex + 2 sin θey)dθ = (−2 sin θex + 2 cos θey)dθ
b|C = ex + 32 cos θ sin θ2ey + 4 cos θ sin θez
∮

C
b · ds =

∫ 2π

0
dθ(−2 sin θ + 64 cos2 θ sin θ2) = 16

∫ 2π

0
dθ sin2(2θ) = 8

∫ 2π

0
dθ(1− cos(4θ)) = 16π

In Zylinderkoordinaten, C = {(ρ, θ, z)|ρ = 2, 0 ≤ θ < 2π, z = 1}
→ r = 2e′1 + e3 → ds = ∂θrdθ = e′2dθ = 4e′2dθ
b|C = (cos θ + 32 cos θ sin3 θ)e′1 + (−(1/2) sin θ + 16 cos2 θ sin2 θ)e′2 + 4 cos θ sin θe′3∮

C
b · ds =

∫ 2π

0
dθ(−2 sin θ + 64 cos2 θ sin2 θ) = 16π
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