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6. Tutorium fiir 24.11.2017

6.1 Residuensatz

Berechne die folgenden Integrale in der komplexen Ebene:
a) f0222+4 dz mit C' = {z = 4" |0 < 0 < 27}

b) $ 75— dz mit C = {z =¢?]|0 <0 < 27}

¢) limp_eo fc s—dz mit C = {z = Re” |0 < 0 < 2}
)

fczz_‘z?“dzmltC {z=3e"|0<0 <2}

o,

e) = . x;fl dr = limp oo (fo Z;_fl — fCl mdz) mit ¢ > 0 (Konstante),
={z=Re"’ |0 < 0 < 7} und C einem geschlossenen Halbkreis, der aus C,
und Cy ={z =z| — R <z < R} besteht.

6.2 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Betrachte eine infinitesimale Anderung dx = dz'f; eines Vektors x in einem
krummlinigen Koordinatensystem (x!, 2, z%). Die Basisvektoren {fi, fy, f3} sei-
en ortsabhéngig und nicht-orthogonal.

a) Zeige Vz' = f'.

b) Berechne V x (Vz').

c) Zeige V- (L+£)) =V - (2£) =V - (Lf3) = 0 wobei V = /det(g)

(g : metrischer Tensor der krummlinigen Koordinaten).

Hinweis : Verwende die Identitit V- (A xB)=(V xA)-B—-A-(V x B).
d) Zeige fiir ein ortsabhéngiges Vektorfeld v = v(x)f;

Vov= 20 (V).

e) Zeige fiir ein ortsabhéngiges Skalarfeld (x)
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V) = 0, (Ve 0,0()

f) Zeige fiir ein orthogonales krummliniges Koordinatensystem
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6.3 Orthogonale krummlinige Koordinaten

In einer kartesischen Basis {ej,es,e3} ist eine infinitesimale Anderung des
Vektors x = z'e; durch dx = dx'e; gegeben.

a) Mit den Kugelkoordinaten (2,22, 2") = (r,0, ¢) und der entsprechenden
Basis {e/,e},e;} wird die infinitesimale Anderung in die Form dx = dx'’e]
umgeschrieben. Berechne die Transformationsmatrix S zwischen den Basisvek-
toren wobei €] = s7;e;. Die Koordinatentransformation ist durch (z', 2%, 2?) =
(rsin @ cos ¢, rsinfsin ¢, r cos ) gegeben.

b) Berechne den metrischen Tensor g’ = (g;;) der Kugelkoordinaten.

c) Zeige fir Kugelkoordinaten

V() = 50, (PO() +
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d) Zeige fiir Zylinderkoordinaten (2'', 2%, 2"3) = (p, 0, 2)
1 1
VA (x) = ;3p (POt (x)) + ;%WX) + 024 (x)

Hinweis : Der metrische Tensor der Zylinderkoordinaten ist diagonal und die
diagonalen Elemente sind durch g;; = 1, go» = p?, g33 = 1 gegeben (siche

Bsp5.2).
e) Berechne die Transformationsmatrix S fiir die Paraboloid-Koordinaten (2!,
2% 2) = (u,v,0). Die Koordinatentransformation ist durch (z!, 2% 23) =

(uv cos B, uvsin 6, (u® — v?)/2) gegeben.
f) Berechne den metrischen Tensor g’ = (g;;) der Paraboloid-Koordinaten.
g) Zeige fiir Paraboloid-Koordinaten
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V() = oo e (00L0() + 00 (0000)) + 5 R(x)

Ankreuzbar: la-c, 1de, 2a-c, 2d-f, 3a-d, 3e-g



