Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2017TW

8. Tutorium - L&sungen 22.12.2017

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

8.1 Sturm-Liouville-Problem

Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:

(& [p(@) ] +a(@) + Ap(2) y(z) = 0 = p(x)y” (2) + ' (2)y' () + a(2)y(z) + Ap(z)y(z) = 0

a) (Legendresche Differentialgleichung) (1 — 22)y” (z) — 2zy'(z) + £(¢ + 1)y(x) = 0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

P'(@)/p(x) = =2x/(1 = 22), q(2)/p(x) = 0 und Ap(z)/p(z) = £(L +1)/(1 — 2%) — log(p(z)) = log(1 — x?)
—p(x)=1-22 q(z) =0und A\p(z) =Ll +1) = (L [1-2) L] +((+1))y(z)=0

b) (Hermitesche Differentialgleichung) y” (z) — 2zy/(z) + 2ay(xz) =0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

p'(z)/p(x) = =22, q(z)/p(x) = 0 und Ap(z)/p(x) = 2a — log(p(x)) = —a?

— p(x) =e, q(z) = 0 und Ap(z) = 20" . — (% [e’f %} + 20[671‘,2) y(x) =0

¢) (Laguerresche Differentialgleichung) zy” (z) + (1 — 2)y'(z) + ay(xz) =0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

P'(x)/p(z) = (1 —x)/z, q(x)/p(x) = 0 und Ap(x)/p(x) = a/x — log(p(z)) = log(z) — x

— p(z) =27, g(z) = 0 und Ap(z) = ae™®. — (L [ze L] +ae ) y(z) =0

d) (Tschebyschow-Differentialgleichung) (1 — z2)y" (z) — 2y’ (z) + n?y(z) =0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

P'(@)/p(z) = —x/(1 — 2?), q(z)/p(x) = 0 und Ap(z)/p(x) = n?/(1 — %) = log(p(x)) = 5 log(1 —a?)
— p(z) = V1—122, g(z) = 0 und Mp(z) = n?/V1—22. = (L [VI—22L] +n?/V1—22)y(z)=0

8.2 Liouville’sche Normalform

a)xy”" + 2y + (1+ a)zy =0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

P'(x)/p(x) = 2/x, q(z)/p(x) = 1 und Ap(z)/p(z) = o — log(p(x)) = 2log(z)

— p(z) = 22, q(z) = 2% und A\p(z) = az?. — (% [xQ%} + (1 +a)z?)y(z) =0

b) Wenn p(z) = p(z), gilt t(z) = z. D.h. die Differentialgleichungen in der Sturm-Liouville’schen Gestalt
und in der Liouville’schen Normalform haben die gleiche Variable.

Ansatz: w(z) = u(x)y(z)

Differentialgleichungen in der Liouville’schen Normalform: —uy” — 2u'y’ + (—u” + vu — Au)y =0
Vergleich der Koeffizienten : 2u’/u =2/ und v’ /u —v+ A =1+«

—su=zund —v+A=1+a (viz)=-1L, A=«

—w’(z) + (-1 — a)w(z) =0

8.3 Greensche Funktion

Ansatz : Gr(t,t') = (27) 1 ffooo @I(w) e t=t) g
L:Gr(t,t) =6(t —t') = 5= [ (—w? + 2iyw — 372)Gr(w) et Ddw = L [* et dy

Vergleich der Integranden: (—w? + 2iyw — 372)Gr(w) = 1
1 —

~ — 1 _ . .
— G](W) — S 2iyw—392 - (W—21)(w—X2) ()\1)2 = -7, 32’)/)
Fourier-Transformation Gy(t,t') = 5 [* et G(w)dw = — 5= > %d{y

Das Integral kann mit [~ e™“(t=*)G(w)dw = $e, =G (w)dw — Je, et G (w)dw

1



oder — ¢, ei“’(t’t/)éj(w)dw—f-féz (=) G (w)dw gerechnet werden. Hier C} = {z = re®|r = R,0 < 0 < 7}
ist der obere Halbkreis und Cy = {2 = r¢|r = R, 7 < 6 < 2} ist der untere Halbkreis. C; und Cy sind der
geschlossene Halbkreis der den Pfad {z = 7e?| — R < r < R, = 0} enthalten.
Auf den Halbkreisen ght |leiw(t=t)| = | exp(iRe (t — t = | exp([iRe(Re™) — Im(Re™)](t — t'))]

= |exp(—Im(Re™)(t —t'))|. Im Limes R — oo, |e™(t~ )] = 0 auf dem oberen Halbkreis C; (d.h. Im(Re"?) >
0) wenn ¢ > ' oder auf dem unteren Halbkreis Cy (d.h. Im(Re?) < 0) wenn ¢ < t'.
Da limg_oo Gr(w) = 0, gilt Je, e G (w)dw — 0 wenn ¢ > ¢/ und Je, et G (w)dw — 0 wenn ¢ < t'.
Mit Hilfe des Residuensatzes und im Limes R — oo,

Gi(t,t) = = H(t —t') §, )G (w)dw — = H(E —1) §, G (w)dw

(it ‘ i =) “”fA; : L:xl = —H(t— ) H (@ -

b) yr(t) = [ Grt, ) f(t)dt = — [} #e*““/dt’ — e”j;‘” et gl = —epme L et
= y100) = ~ 5550

yp() = e 4 e 5 0 (0) = — 4+ ity = 1o

c¢) homogene Differentialgleichung: £;Go(t,t") =0
Fouriertransformation : —(w — A1) (w — )\Q)GO (w)y=0
— Go(w) muss auBer w = A; o null sein. — Go(w) = a16(w + i) + azd(w — 3i7).
— Go(t, ') = A1) 4 Ape 3701 mit A) = a;/(21) und Ay = ay/(27).

4/ _ ’ ~yt
yi(t) = fooo (= emwol dt! = wi+’y

y2(t) = [y e —37(t—t") g—wot’ gp/ = 5;_3;; (nur wenn wg > 3. Sonst y2(t) — 00.)

y(t) = y1(t) + Alyl(t) y(0) = *47(71.;_0,0) + 4 wol_m
Wenn Ay = 477 y(0) =

yﬁﬁwﬂ)4wﬂ) Y (0) = —g1o t Hosy =0
= y(t) = yr(t) + 1 (t) = —64§F§;fwz;t - 64;()(;:;;;
Alternative Losung :

homogene Differentialgleichung: L,yo(t) = 0
Fouriertransformation : —(w — A1)(w — A2)go(w) =0

— yo(t) = ble“’t + b2€—3'yt

= y(t) =yr(t) + yo(t)

Der Rest der Rechnung ist gleich wie die oberen Losung.

8.4 Separationsansatz

Ansatz: ¥(x) = R(r)P(9)F(6)

Differentialgleichung (£,.R)PF + 7”72(£9P)RF + 545 (LyF)RP + 2RPF = —2ERPF

mit £, = r=29,(r%0,), Lo = sin~ 989(5111 00g), und Ly = 8¢

multiplizieren mit r2/(RPF) : r?R™'L,. R + P_1£9P + ﬁF‘lﬁd,F +2r = —2Fr?

— 2R, R+2r + 2Er? = —P71LyP — L5 F 1L, F

linke Seite: Funktion von 7, rechte Seite: Funktion von 0, ¢

— Die Gleichung gilt nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhingig von r, 0, ).
r?R7IL.R+ 27" +2Er? =271 = LR+ (2/r)R— (Z1/r*)R+2ER =0

—P7I1LyP — sm29 F7ILyF =7,

multiplizieren mit — sin® @

sin® 0P~ LyP + Zysin* 0 = —F~1L4F

Die Gleichung gilt nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhéngig von 6, ¢).

sin® 0P~ LoP + Zysin® 0 = Zy — LoP + Z1 P — 24P =0
und
LoF = —ZyF



