Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2017TW

9. Tutorium - Lésungen 12.1.2018

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

9.1 Gamma- und Beta-Funktionen
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c) n: gerade ganze Zahl — 2"e —az” igt eine gerade Funktion
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Anmerkung Rekurblonbrelamon fiir das Volmen V,, einer n-dimensionalen Kugel mit Radius 1 :

x™/?

9.2 Greensche Funktion
Ansatz : Gr(t,t) “L Ga( ) e t=t) gy
LiGr(t,t') =6(t — ) — ﬁ jjo( w jrsz?)él(w)eiw(tft')dw — L[ eiwlt=t)gy
Vergleich der Integranden: (—w?® +1)G(w) =1
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Das Integral W1rd mit einer Verbchiebung der Pole bei ie (¢ > 0) gerechnet.
(e) _ iw(t—t'
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+iH(t/ - t) limp— o0 (sz (w—Q—is)l(w+Q—is) eiw(t*t/)dw B fcz (w—Q—is)l(w+Q—is) ei‘d(tit/)dw)

wobei Cy (C3) der obere (untere) geschlofiene Halbkreis mit Radius R ist und ¢; (cz) der obere (untere)
offene Halbkreis.

Im Limes R — oo konvergieren die Integrale (2. und 4. Integrale) entlang der oberen offenen Halbkreise
gegen null. Da beide Pole in der oberen Halbebene sind, ist das 3. Integral auch null.

GY (1) = L H(t—t) §. gmmra—m e dw = —iH(t—t') ( L ei(@+ie)(t—t) _ Lo <fﬂ+ia><t7t'>>
G (1) = lim,_oe G (1,1) = —iH(t — ') & (em(t—t ) iRt >) = H(t—t') L sin(Q(t — t'))

b) Wenn ¢ < 0, sind die beide Pole in der unteren Halbebene.

GOt t) = s H(t' —1) 4, (w—Q—is)l(w+Q—is) et dw = iH (' — 1) (
Gy (t,t) = lime_o- G (t, ) = iH(t' —t) 5 (eiﬂ(t—f’> — e—m(t—t’>) = —H(t' —t)&sin(Qt — t'))

L i(Qtie) (t—t) _ mei(fﬂJris)(tft'))
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N4 H < >>$sm’<< #)) = & sin(Qt - t))
Qt— 1)) =

') = —Q2Gy(t,t') — erfiillt die homogene Gleichung.
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9.3 Frobenius-Methode

a) Ansatz : y(z) = Y o2 a,z" "7 mit ag # 0
20y’ +y — 2%y =31 27 [2(n+0)(n+ o — Daa" ' + (n+ 0)apz™ — apz" 2]
=27y 2(n+0o)(n+o—1)a, + (n+0)a, — an—s|z" ' + (20(c — 1) + 0)agz” !
+2(c+ 1o+ (0 +1))ar1x° + (2(c +2) (0 + 1) + (0 +2))aza® Tt =0
Die Gleichung gilt fiir beliebige #. — Alle Koeffizienten der 2°+t"-Term miissen null sein.
27 L Term: (20(0c — 1) + 0)ag =0 — wegen ag # 0, 20(c — 1) +0=0(20—-1) =0 — 0 =0,1/2
x%-Term : (0 4+ 1)(20 + 1)a; = 0. Weil 0 = 0 oder 1/2, muss a; null sein.
2 L Term : (0 +2)(20 +3)ag =0 — az =0
2t =L Term (n > 3) : 2(n+0)(n+ 0 — 1)a, + (n+0)a, — ap_3 =0
= Uy = e 3
n (n+o0)(2n+20—-1) 1

Wenn 0 =0, a,, = man 3
a3 = 35a0, a1=pra1 =0, a5=:5a2=0, as= 5703 = 5i7350,
Wenn o = 1/2, a,, = man,g
In gleicher Weise, a3;11 = agjy2 = 0.
az = 300, a5 = 3= 523500
allgemeine Lt')sung

y(@) = A1(14+ £ad + HEab+ )+ Ap(a/2+ LaT2 + L Lat¥2 4.0

9.4 Frobenius-Methode 2

Ansatz : y(z) = > .7 apz™7 mit ag # 0

vy +y —y=3oz° [(n+o)(n+0o—1az" '+ (n+0)az" "t — apa”]

=27% > [((n+0o)n+0—1)a, + (n+0)a, —an_1]z" ' + (0(c — 1) + 0)agz” =0
Die Gleichung gilt fiir beliebige x. — Alle Koeffizienten der z°+t"-Term miissen null sein.
2 LTerm: (o(0c — 1) + 0)ag = 0 — wegen ag #0, 0 =0

2t "L Term (n > 1): (n+o)(n+0—Dap+ (n+0)an —an_1 =0 — a, = ﬁan,l
Weil 0 =0, a,, = %an,l

alp = ap, a2 = %ao, ey, Ap = ﬁao

Eine Lésung der Differentialgleichung ist yi(z) = > o, ﬁaox”.

Anmerkung: Wenn die beiden charakteristischen Exponenten gleich sind (d.h. 6% = 0 — o1 = 0 = 0), wird
die zweite Losung der Differentialgleichung gegeben, in der Form

y2(x) =y (x) log z + ZZO:1 bzt

Die Ersetzung in die Differentialgleichung ergibt die Lésung

ya(z) = y1(z) logz + ( 2r — %xQ — %x + .

Die allgemeine Losung der Dlﬁerentlalglelchung ist y(z) = Ar1y1(z) + Azya ().

Ein kurzer Ausblick auf zukiinftige Semester: In allen Fdchern der Physik werden viele Phdnomene
von Differentialgleichungen beschrieben. Die FEigenschaften der Differentialgleichungen werden im Rahmen
des Sturm-Liouville-Problems, und des Separationsansatzes analysiert und die Greensche Funktion ist eine
praktische Methode, um die Lisungen zu finden. Das Eigenwertproblem und das Spektraltheorem tauchen oft
insbesondere in Quantentheorie (5. Sem) und Statistischer Physik (6. Sem) auf. Legendre-Polynome, Delta
Distribution, Heaviside Funktion und andere spezielle Funktionen werden in Elektrodynamik (4. Semester)
und Quantentheorie wiederkehren. Sie sind wichtige Grundlagen auch fir numerische Rechnungen (wie z.B
Gauf-Quadratur). Ko- und kontravariante Schreibweise werden in Elektrodynamik I & 11 fiir die spezielle Re-
lativitdtstheorie gebraucht. Die duale Basis erscheint in Form des reziproken Gitters in der Festkorperphysik
(6. Sem). Die Gamma-Funktion wird in Statistischer Physik (6. Sem) eine wichtige Rolle spielen. Somit soll-
ten die “Mathematischen Methoden” eine wichtige Grundlage fiir kiinftige theoretische Vorlesungen bieten.



