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3. Tutorium - Lösungen 9.11.2018

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

3.1 Levi-Civita Symbol

a) xi = εijkajbk
z.B. x1 = ε1jkajbk = ε123a2b3 + ε132a3b2 = a2b3 − a3b2

→ εijkajbk = (a× b)i → x =
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b) εijkaibjck = (a× b)kck = (a× b) · c (= (b× c) · a = (c× a) · b) = −1
c) εijkxixj

︸ ︷︷ ︸

Umbenennung der Indizes i↔j

= εjik xjxi
︸︷︷︸

xjxi=xixj

= εjik
︸︷︷︸

εjik=−εijk

xixj = −εijkxixj → εijkxixj = 0

Alternative Lösung : εijkxixj = (x× x)k = 0
d) detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33
= a11(a22a33 − a32a23) + a21(a32a13 − a12a33) + a31(a12a23 − a22a13)
= ε1jka11aj2ak3 + ε2jka21aj2ak3 + ε3jka31aj2ak3 = εijkai1aj2ak3 (= (a1 × a2) · a3)
e) i) Wenn i = j: εijkεklm = 0. δilδjm − δimδjl = δilδim − δimδil (ohne Summe über i)

Wenn l = m = i, δilδim − δimδil = 1− 1 = 0 und sonst, δilδim − δimδil = 0− 0 = 0
ii) Wenn i 6= j: In der Summe über k trägt εijkεklm nur 1 Term (k 6= i und k 6= j) bei.

ii-a) Wenn l = i und m = j (z.B. i = l = 1, j = m = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkij = εijkεijk = 1
δilδjm − δimδjl = δiiδjj − δijδji = 1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-b) Wenn l = j und m = i (z.B. i = m = 1, j = l = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkji = −εijkεijk = −1
δilδjm − δimδjl = δijδji − δiiδjj = −1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-c) Sonst (l = m und/oder l = k und/oder m = k): εijkεklm = 0 und δilδjm − δimδjl = 0
Alternative Lösung:

εijk = εabkδaiδbj (d.h. εijk = (ei × ej)k mit e1 =
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, e2 =





0
1
0



, und e3 =





0
0
1



)

und εklm = εlmk = εcdkδclδdm → εijkεklm = εabkδaiδbjεcdkδclδdm = εabkεcdkδaiδbjδclδdm
Wenn c = a und d = b( 6= a), εabkεcdk = εabkεabk = 1. (Summe über k aber nicht über a und b)
Wenn c = b und d = a, εabkεcdk = εabkεbak = −1. (Summe über k aber nicht über a und b)
Sonst εabkεcdk = 0. → εijkεklm = δiaδjbδlaδmb − δiaδjbδlbδma = δilδjm − δimδjl

3.2 Orthogonalprojektion

a) Ea = a⊗a
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Wenn Ea
n = Ea, Ea

n+1 = Ea
nEa = Ea

2 = Ea.

c) Eb = 1
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→ Ea +Eb = 1.

d) b · a = 0. Wenn die Vektoren a und b orthogonal sind, gilt EbEa = 0.
Eb(1+Ea)Ea(1+Ea)

2 = EbEa
︸ ︷︷ ︸

=0

(1+Ea)
3 = 0 (Da [1,Ea] = 0 und [Ea,Ea] = 0, (1+Ea)Ea = Ea(1+Ea))
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Eb(1+Ea)Ea(1+Ea)
2x = 0

e)

x = Eax+Ebx
︸ ︷︷ ︸

Ea+Eb=1(Bsp.c)

=
f1⊗f

T
1

fT
1
·f1

x+
f2⊗f

T
2

fT
2
·f2

x =
f
T
1
·x

f1
T ·f1

f1 +
f
T
2
·x

fT
2
·f2

f2 = x1+2x2

5 f1 +
2x1−x2

5 f2

Anmerkung

Im Allgemeinen werden die Projektoren mit Ei = fi ⊗ f i (ohne Summe über i) dargestellt. (Für

orthogonale Basen ist der duale Vektor durch f i =
f
T
i

fT
i
·fi

gegeben und die Projektoren Ei sind die

Orthogonalprojektoren.) Die Koordinate x′i ist die Projektion von x auf f i, d.h. f i · x = f i · x′jfj =
x′jδij = x′i. Entsprechend wird die Transformationsmatrix zwischen Koordinaten xi und x′i durch

T =

(
f1

f2

)

gegeben wenn der Vektor f i in der Basis {e1, e2} dargestellt ist.

Alternative :

x =
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)
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)
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︸ ︷︷ ︸

=1(kartesische Basis)
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Alternative Lösung für 3.2

Projektor auf den Vektor f1 = a in der Basis {f1, f2}: Ea
′ =

(
1 0
0 0

)

Basis-Transformationsmatrix S =
(
f1 f2

) (
e1 e2

)−1
=

(
1 2
2 −1

)

Projektor in der kartesischen Basis : Ea = S∗Ea
′S = S−1Ea

′S

Ea
n = (S∗Ea

′S)n = S∗(Ea
′)nS = S∗Ea

′S = Ea

[(
1 0
0 0

)n

=

(
1 0
0 0

)]

Eb = S∗Eb
′S mit Eb

′ =

(
0 0
0 1

)

Ea +Eb = S∗(Ea
′ +Eb

′)S = S∗1S = S∗S = 1

3.3 Spektraltheorem

a) Säkulardeterminante : det(A − λI) = det
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Wenn a = −
√
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b)
∑

i λiEiej = λjej (ohne Summe über j)

→ ∑

i λiEi
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Alternative Lösung:
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c) A2 =
∑

i λiEi

∑

j λjEj =
∑

i,j λiλjEiEj =
∑

i,j λiλjEiδij =
∑

i λ
2
iEi

A3 =
∑

i λ
2
iEi

∑

j λjEj =
∑
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∑
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2
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∑
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3
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...
An =

∑

i λ
n−1
i Ei

∑

j λjEj =
∑

i,j λ
n−1
i λjEiδij =

∑

i λ
n
i Ei .

exp(At) =
∑∞

n=0
tn

n!A
n =

∑∞
n=0

tn

n!

∑

i λ
n
i Ei =

∑

i

∑∞
n=0

(λit)
n

n! Ei =
∑

i exp(λit)Ei

x = exp(At)x0 =
∑

i exp(λit)Eix0 = exp(λ1t)e1(e1·x0)+exp(λ2t)e2(e2·x0) =
√
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)
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d) x =
(
e1 e2

)
(

a exp(λ1t)
b exp(λ2t)

)

mit a =
√
3(
√
2− 1) und b =

√
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√
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d
dt
x =

(
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)
(

aλ1 exp(λ1t)
bλ2 exp(λ2t)

)
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b exp(λ2t)

)
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→ d
dt
x = Ax

Alternative :
x =

∑

i exp(λit)Eix0 → d
dt
x =

∑

i λi exp(λit)Eix0

Ax = A
∑

i exp(λit)Eix0 =
∑

i exp(λit)(AEi)x0 =
∑

i exp(λit)λiEix0 = d
dt
x
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