Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2018W

3. Tutorium - L&sungen 9.11.2018

¢ ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

3.1 Levi-Civita Symbol

a) &; = €ij1a;by
z.B. T = eljkajbk = 6123a2b3 + 5132a3b2 = Clgbg — a3b2

2 -1 —2
— Eijkajbk = (a X b)l — X = 0 X 2 = -3
1 1 4
b) eijraibjcr = (@axb)rey =(axb)-c(=(bxc)-a=(cxa)-b)=-1
C) 5ijkxixj = 5jik QS‘J‘.TZ' = 5jik fixj = 7€ijkxi$j — 5ijkxizj = 0
—— ~—~— ~—~
Umbenennung der Indizes i« j TjT=TiT; Ejik="Eijk

Alternative Losung : €;j52;2; = (x X X), =0
d) detA = a11a22a33 + 412023031 + A13G21A32 — A13022G31 — 11023032 — A12021033
= CL11(¢I22033 - a32a23) + a21(a32(113 - a12a33) + a31(a12a23 - a22a13)
= €1jk0110;20k3 + €2K0210j20k3 + €3jk0310,20k3 = €;jk0i10;20k3 (= (al X az) '33)
e) 1) Wenn i = j: €;k€ktm = 0. 0i10jm — Oim0j; = 0i10im — 0im0;y (ohne Summe iiber 7)
Wenn I = m =1, 6;;0;n — 0imd;yy = 1 — 1 = 0 und sonst, §;;0;m — dimdy =0—0=0
ii) Wenn ¢ # j: In der Summe iiber k tragt €;jx€xim nur 1 Term (k # ¢ und k # j) bei.
fira) Wennl=dund m=j (zB.i=1=1,j=m=2, k =3): €jkE€kim = €ijk€kij = EijkCijk = 1
0i10jm — Oim0j1 = 0405 — 0;;0;; = 1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)
ii-b) Wennl=jund m=1i (zB.i=m=1,j=1=2,k=3): €ijkEkim = €ijkEkji = —EijkEijk = —1
5il(5jm — 5im6jl = 5ij5ji — 6ii6jj =-1 (Ohne Einsteinsche Summenkonvention)
ii-c) Sonst (I = m und/oder | = k und/oder m = k): €;;x€xim = 0 und §;;0;m — dimdj =0
Alternative Losung:

1 0 0
Eijk = €abk6ai5bj (d.h. Eijk = (ei X ej)k mit e; = 0 , € = 1 ,und e3 = 0 )
0 0 1

und €xim = Etmk = €cdkOctOdm — €ijkEkim = EabkaiObj€cdkOciOdm = EabkEcdkOaiObjdclddm

Wenn ¢ = a und d = b(# a), €4pkEedk = EabkEapk = 1. (Summe iiber &k aber nicht {iber a und b)
Wenn ¢ = b und d = a, €4pkEcdk = EavkEbak = —1. (Summe iiber k aber nicht iiber a und b)
Sonst €gprEcak = 0. = €ijk€rim = 0ia0jb01a0mb — 05a0b01b0ma = 0i10jm — Oim0j1

3.2 Orthogonalprojektion
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1 2 1
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wEd=1 (3 1) 1) =3 (o m) -4
E.’? =E.’E, = E,E, = E,
Wemn E," = E,, E,""! = E,"E, = E,?> = E,.
2 -
_ 1 _ 1 _
C)Eb5<_1)(2 _1)5(_2 1>HE3+Eb1
d) b-a=0. Wenn die Vektoren a und b orthogonal sind, gilt E,E, = 0.
Eb(1+Ea)Ea(1+E,)? =EL,E,(1+E,)? =0 (Da[1,Es] =0 und [Ea, Ea] =0, (1+E.)E, = Ex(1+E,))
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Eb(1+E.)E.(1+E,)*x=0

e)
_ fefl fof L £l .x z' 222 2! —g?
x= Egzx+Epx = 1X—|— 2 x = fi + xf, = fi + f

—at T e 7 f 7 R L fo 2 5 1 5 2

Ea+Ep=1(Bsp.c)

Anmerkung

Im Allgemeinen werden die Projektoren mit E; = f; ® f' (ohne Summe iiber i) dargestellt. (Fiir
o T

orthogonale Basen ist der duale Vektor durch f* = fi—f gegeben und die Projektoren E; sind die

Orthogonalprojektoren.) Die Koordinate 2’ ist die Projektion von x auf ff, d.h. fi - x = f? . x’jfj =

x' 52- = z’*. Entsprechend wird die Transformationsmatrix zwischen Koordinaten z* und z’* durch

1
T = ( iz > gegeben wenn der Vektor f? in der Basis {e;, e;} dargestellt ist.

Alternative :

x/l xl
= ( fl f2 ) ( LE’Z ) = ( €] €o ) ( $2 >
=1(kartesische Basis)

2/t v 1 2\ '/ 2 1 2 ! 2! 4 222
()=t e (R)=(0 A) (2)=t(0 A) (%)=t

Alternative Losung fiir 3.2

Projektor auf den Vektor f; = a in der Basis {fi,f2}: E5' = (

o
I\D\_/

Basis-Transformationsmatrix S= ( f; f, ) ( e1 e )_1 < ; - )

)

Projektor in der kartesischen Basis : E, = S*E,’S = S7!E,’'S
B (SBSS) =5 (E)s=sBs B [ )

Eb = S*Eb/S mit Ebl = ( 00 >

O =

01
E.+E, =S*(E. +Ep)S=S"1S=8*S=1

3.3 Spektraltheorem

a) Sikulardeterminante : det(A — AI) = det ;%\ 1\_&)\ ’ =-M1-XN-2=X+1)A=-2)=0—
Ao =21
Eigenvektoren : Ae = ( ) ( f\afi b > = A( Z )

<fa+b> < ) V2a% —ab= (V/2b+a)(b—v2a) =0 — b=+2a,—(1/v2)a

a
b
. - - a _ 1 1
Wenn b = /2a, Ae = ( ) <b).DadcrElgcnwert)\l—Q,el—(ﬂa>_\/§(ﬂ>

Wenn a = —/2b, Ae = < \i;b ) = —( Z >.DaderEigenwert A=—1,e = ( _\b@b < —1@ >

b) >, AiEie; = A\je; (ohne Summe iiber j)
A1 0
—>Zi)\l-Ei(e1 62):()\161 )\262):(81 82)< 01 )\2>

— Zl)\ZEZ: ( €] €o ) ( AOI )E)Z )( e €s )71
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(s (55 (e 7)= (% )

1
Alternative Losung:

1 1 V2
e SHETG (s ).

il
soE=3( s W) 2 V) (% )

) A% =30 NE; 3 NE; =3 MEE; =37, 5 MAEd; = 3 \TE;
AP =3 NE Y NE; =3 NNEE; =30, NN EG;; =0, VE;

A" = N TE Y NE; = 3 A T I EG; = 2 E: . )
exp(Al) = Y02 LA™ = Y00 5 Y AR = X, S0l BaE = 3 exp(A)E,
x = exp(At)xo = 3, exp(Ait)Eixo = exp(Ait)er(e1-xo)+exp(Aat)ez(exxo) = V3 ( e1 e ) (

_ ( (V2 — 1) exp(Mit) — vV2(V2 + 1) exp(Aat) )
T U V2(V2 = D exp(Mt) + (V2 + 1) exp(Aat)

d)x=(e e) < Zg{(g&;:)) > mit a = v3(v/2 — 1) und b = v3(v/2 + 1).

g (e e ) (et )= (e e () (e ) = (e e ) (o))

Ax=( Ae; Aep ) ( ng))é:\\;:)) > =(her ey ) ( Zgz}r))((;;;)) >

(V2 = 1) exp(Ait) >
(V2 + 1) exp(Aat)

— %x = Ax

Alternative :

x =Y exp(Nt)Eixg = Sx =3, A exp(Ait) Eixo

Ax =AY, exp(\it)Eixg = Y, exp(Mit) (AE;)xo = Y, exp(Ait) A Eixo = 4x



