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4. Tutorium für 16.11.2018

4.1 Differentialoperatoren

Ein 3-dimensionaler Vektor sei mit x = xiei in der orthonormalen Basis
{e1, e2, e3} dargestellt.
a) Berechne für ∂i =

∂
∂xi

den Ausdruck ∂i(xkxk) + ∂k(xixk).
b) Berechne ∂ixi

√
xkxk.

c) Berechne x · rot(x)
d) Berechne rot(p× x), wobei p = piei ein konstanter Vektor ist.

4.2 Reziprokes Gitter und metrischer Tensor

Gegeben sei ein Kristallgitter mit Basis B =
{a1, a2} = {f1, f2}. In der kartesischen Basis
sind die Basisvektoren durch

a1 =

( √
2
0

)

, a2 =

(

−1
1

)

gegeben. Die Basisvektoren des reziproken Git-
ters b1, b2 sind einfach die Basisvektoren des
Dualraumes B∗, d.h. {b1,b2} = {f1, f2}.
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a) Schreibe die Fläche der primitiven Einheitszelle des Kristallgitters an. (Die
Einheitszelle ist das von den Basisvektoren a1, a2 eines Kristallgitters gebildete
Parallelogramm.)
b) Bestimme die Basisvektoren b1, b2 im dualen Raum.
c) Berechne den metrischen Tensor g = (gij) für die Basis B.
d) Ein beliebiger Vektor ist in der Basis B mit x = x1a1 + x2a2 dargestellt.
Berechne die Koordinaten xi des Vektors x im dualen Raum.
e) Berechne die Länge |x| für x1 = −k/

√
10 und x2 = k/

√
5 (k > 0).

f) Der Vektor zwischen 2 beliebigen Atomen wird in der Basis a1, a2 mit R =
na1 +ma2 (n,m: Ganzzahlen) dargestellt. Zeige, dass gilt Rx = (1/|x|)(nx1 +
mx2), wobei Rx = |E

x
R| mit dem orthogonalen Projektor E

x
auf den Vektor

x.
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4.3 Lokale Transformation

Betrachte eine infinitesimale Änderung dx = dxiei des Vektors x = xiei wo-
bei e1 und e2 die kartesischen Basisvektoren sind. Eine lokale Transformati-
on ist die linearisierte Basistransformation der infinitesimalen Änderung, d.h.
dx = dxiei = dx′ie′i. Beantworte die folgenden Fragen für die Transformation
zu den ebenen parabolischen Koordinaten x′1 = u, x′2 = v. Die Transforma-
tion zwischen kartesischen und ebenen parabolischen Koordinaten ist gegeben
durch

x1 = x(u, v) = (u2 − v2)/2, x2 = y(u, v) = uv (−∞ < u < ∞ , v ≥ 0) .

a) Schreibe die Transformationsmatrix S der Basisvektoren an, wobei e′i =
sj iej.
b) Skizziere die zwei Koordinatenlinien u = 1 und v = 2 graphisch in der
xy-Ebene. Zeichne die Basisvektoren e′

1
und e′

2
an den Punkt (u, v) = (1, 2)

ein.
c) Berechne die Elemente g′ij und g′ij der metrischen Tensoren der ebenen
parabolischen Koordinaten.
d) Berechne das Kurvenintegral

∫

C
b ·dx für b(x, y) = (x−

√

x2 + y2)e1+ye2
und C = {(x(u, v), y(u, v))|u = 1, 1 ≤ v ≤ 3}.

Ankreuzbar: 1a-d, 2ab, 2cd, 2ef, 3ab, 3cd
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