Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2018W

4. Tutorium - Lésungen 16.11.2018

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Differentialoperatoren

a) O;(xpxr) + Ok(xixr) = (Oizr)xk + 2k (0ixk) + (Opxi)r + 2:(Okxr) = OikTr + Ti0ik + OkiZr + Ti0kk

b) \/ZrTrk = V121 + Toxg + - F /T1T1 + /TaT2 + -+

— 0i/ZiT = ﬁ@(iﬁkxk) # (0i/Zr) VT + Tk (0in/Tk)

Oi(ziy/Trk) = (0ii)y/ThTk + 2i(i/ThTk) = biin/ThTk + Tigz==—=0i(Tr1)

= 3/TpTr + xlﬁxz = 4]x]|

) x - rot(x) = x;(rot(x)); = xi€;j10;xk = xi€ij10;% = 0 (da antisymmetrisch x symmetrisch (j <> k))

d) (rot(p x x)); = €ijx0;(P X X)k = €ijk0jEptmPeTm =  Eijk€kem OjmPe = (00055 — 0ij05¢)Pe
———

5752 6]'771 _61m 6]‘2

= (30:0 — i0)pe = 28,0pe = 2p; — TOt(P X X) = 2p

4.2 Reziprokes Gitter und metrischer Tensor

a) Fliche : A=|det (a1 ap )| =

0

det< V2 ’11 >‘\@ (oder A = |a; x as| = v/2)

Anmerkung: Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren
S O

y=(y1 y2)=(a (1—-Ega)ay )=aS
2
mitS:(1 a1 - as/la )undaZ(&u ay )

0 1

Fliche : A = [y1]ly2| = \/det(y'y) = |det(y)| = |det(aS)|
= |det(a)| |det(S)| = |det(a)]
——

=1
Anwendbar fiir n-dimensionalen Parallelepipede

b) bl a;=0—bl=\11).Dab'-a;=1,bl =L (11)
b?.a;=0—-b?2=(0)).Dab?-a,=1,b2=(01)

Alternative:(E; ((a a2)=1—><gl>:(al a2)1:(1/(\)/§ 1/1\@)

S

C) gij = a; ~aj

(s )

d) €Tr; = gijflij

Ty = gnat + gioa? = 2z — V222

Ty = gozt + gooa? = —/22! + 222

e) xt = —k/\/ﬁ und 22 = k/V6 — 1 = 22" — /222 = —4k/\/ﬁ und o = —v22" + 222 = 3v/2k/\/10
x| = Va;xt = k\/4/10 4+ 6/10 = k.

£) By = 252"

xT.x
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Anmerkung: Bragg-Bedingung

Beim Streuprozess wird konstruktive Interferenz beobachtet wenn die Wegdiffe-
renz zwischen A und B (der Wellenvektor der einfallenden Strahlung x und der
der gestreuten x’ mit |x| = |x’| = k) ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlénge
A =2n/kist (d.h. Ry + R, = N\ oder |(x —x') - R| = 2w N). Diese Bedingung
fiir konstruktive Interferenz ist die Bragg-Bedingung. Im dualen Raum wird die
Anderung des Wellenvektors beim Streuprozess mit K = x—x’ = 27(kb' +/b?)
dargestellt (dhnlich wie R = na; + mas). In dieser Darstellung hat die Bragg-
Bedingung einen vereinfachte Ausdruck nk + ml =

4.3 Lokale Transformation

a)x=uz'e; mite; =% und e; = 3.

Infinitesimale Anderung von x: x + dx = x + dz'e;.

Lokale Basistransformation (hnearlblerte Basistransformation fiir die infinitesimalen Anderung):
x+dx = x + dr'e; = x + (z272")dz"le; = x + da'le). — €} = (722" )e;

parabolische Zylinderkoordinaten : 2’ = u, 2/ = v

Transformation zwischen kartesischen Koordinaten und parabolischen Zylinderkoordinaten

!t = (u? —v?)/2 und 2? = wv.
e] = (32r2")e; =ue; +vey
e) = (32z2")e; = —ve; +uey
u —v o ;
(e ) =(er e ) (4 ) =(er e )Smitst; = b

b)u=1—=2=(1-v?)/2undy=v—=2=(1-y

)2 (y>0)

v=2— x=(u?

—4)/2 und y = 2u

— 2= (y*—16)/8 (—o0o <y < )
(u,v) = (1,2) = (z,y) = (-1.5,2)
1 -2
(e e )=(e e2)<2 1
In orthogonalen Systemen ist € senkrecht auf der Kurve z
konst. (und in 2 Dimensionen parallel zu € (j #1)).

) o) = e =+ (g )

<g“ﬂ'>:<g;j>—1=m(é (1))
0(2)-5(2)-(: 7)(%)

bT = (z — /22 + y?)e! + ye? = ((u?

—v?(ue't —ve'?) + uv(ve't + ue?) = v(v? + u?)e
Job-dx = [0 +u?)e? - dae) = [,v(v? 4 u?)da"

—v2e! + uve?

(u? +v?)/2)e! + uve? =

/2

= f13(v3 +v)dv = 24



