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6. Tutorium - Lösungen 7.12.2018

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

6.1 Delta-Distribution und Heaviside-Funktion

a) t = 2− 3x → x = (2− t)/3 und dx = (−1/3)dt
∫∞
−∞ δ(2− 3x)(3x2 + x− 1)dx =

∫ −∞
∞ δ(t)(3(2− t)2/9 + (2− t)/3− 1)(−1/3)dt

=
∫∞
−∞ δ(t)(1/3)((2− t)2/3 + (2− t)/3− 1)dt = (1/3)(4/3 + 2/3− 1) = 1/3

b) t = 2x2 + 3x− 2 → x1(t) = (−3−
√
25 + 8t)/4 oder x2(t) = (−3 +

√
25 + 8t)/4

Für −25/8 < t < ∞, −3/4 > x1(t) > −∞ und −3/4 < x2(t) < ∞
∫∞
−∞ δ(2x2 + 3x− 2) log(x2)dx =

∫ −3/4

−∞ δ(x2 − 3x− 4) log(x2)dx+
∫∞
−3/4

δ(x2 − 3x− 4) log(x2)dx

= −
∫∞
−25/8

δ(t) log(x1(t)
2) 1

4x1(t)+3dt+
∫∞
−25/8

δ(t) log(x2(t)
2) 1

4x2(t)+3dt

= − log(4)(−1/5) + log(1/4)(1/5) = log(1)/5 = 0
c)
Kugelkoordinaten : (x′1, x′2, x′3) = (r, θ, φ) mit (x1, x2, x3) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ) (siehe Bsp.5.1)
→ dxdydz = dx′1dx′2dx′3|det(S′)| = r2 sin θdrdθdφ (Die Transformationsmatrix ist die Jacobi-Matrix.)
oder dx′1dx′2dx′3|det(S′)| = dx′1dx′2dx′3|det(e′1 e′2 e′3)| ist das Volumen des von dx′1e′1, dx′2e′2, dx′3e′3
gebildeten Parallelepipedes.
∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dxdydzH(R2−x2−y2−z2) =

∫∞
0

dr
∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφr2 sin θH(R2−r2) = 4π

∫∞
0

drr2H(R2−r2)

= 4π
∫ R

0
drr2 = 4

3πR
3 (Volumen der Kugel mit Radius R)

Anmerkung:
dI

d(R2) =
∫
dxdydz δ(R2 − x2 − y2 − z2) = dI

d(R2)
4
3πR

3 = dI
dX

4
3πX

3/2 = 2πX1/2 = 2πR (siehe Eq.(7.165) im

Skriptum)

d)
∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dxdydzδ

(

R−
√

x2 + y2 + z2
)

=
∫∞
0

dr
∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ r2 sin θ δ (R− r)

= 4π
∫∞
0

dr r2δ (R− r) = 4πR2 (Oberfläche der Kugel mit Radius R)
Alternative :
∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dxdydzδ

(

R−
√

x2 + y2 + z2
)

= d
dr

∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dxdydzH

(

R−
√

x2 + y2 + z2
)

= d
dR

(
4
3πR

3
)
= 4πR2

Anmerkung :
∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dxdydz H

(
R2 − (x2 + y2 + z2)

)
=

∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dxdydz H

(

R−
√

x2 + y2 + z2
)

aber
∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dxdydz δ

(
R2 − (x2 + y2 + z2)

)
6=

∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ dxdydz δ

(

R−
√

x2 + y2 + z2
)

6.2 Deltafolge

a)
∫∞
−∞

n√
π
e−n2x2

ϕ(x)dx =
∫∞
−∞

n√
π
e−y2

ϕ
(
y
n

)
1
ndy =

∫∞
−∞

1√
π
e−y2

ϕ
(
y
n

)
dy

n→∞−→ ϕ (0)
∫∞
−∞

1√
π
e−y2

dy = ϕ (0)

b) fn(x) =
n√
π
e−n2x2 → x(d/dx)fn(x) = −2 n3

√
π
x2e−n2x2

∫∞
−∞ [x(d/dx)fn(x)] e

−n2x2

ϕ(x)dx = −2
∫∞
−∞

n3

√
π
x2e−n2x2

ϕ(x)dx = −2
∫∞
−∞

n3

√
π

(
y
n

)2
e−y2

ϕ
(
y
n

)
1
ndy

= −2
∫∞
−∞

1√
π
y2e−y2

ϕ
(
y
n

)
dy

n→∞−→ −2ϕ (0)
∫∞
−∞

1√
π
y2e−y2

dy = −ϕ (0)

c)
∫∞
−∞ fn(x)e

−ikxdx =
∫∞
−∞

n√
π
e−n2x2

e−ikxdx =
∫∞
−∞

1√
π
e−y2

e−i(k/n)ydy = e−(k/n)2/4 = e−k2/(4n2) n→∞−→ 1

6.3 Verallgemeinerte Funktion

a)
(

d
dt + γ

)
(H(t)te−γt) = δ(t)te−γt +H(t)e−γt = H(t)e−γt

(
d
dt + γ

)2
(H(t)te−γt) =

(
d
dt + γ

)
(H(t)e−γt) = δ(t)e−γt − γH(t)e−γt + γH(t)e−γt = δ(t)

b) ∂
∂tH(t)

√
1

4πDte
−x2/(4Dt) = δ(t)

√
1

4πDte
−x2/(4Dt)− 1

2t3/2
H(t)

√
1

4πD e−x2/(4Dt)+ x2

4Dt2H(t)
√

1
4πDte

−x2/(4Dt)

1



= δ(t)δ(x)− 1
2t3/2

H(t)
√

1
4πD e−x2/(4Dt) + x2

4Dt2H(t)
√

1
4πDte

−x2/(4Dt)

(siehe Bsp.6.2 : limt→0

√
1

4πDte
−x2/(4Dt) = δ(x))

∂2

∂x2H(t)
√

1
4πDte

−x2/(4Dt) = − ∂
∂xH(t)

√
1

4πDt
x

2Dte
−x2/(4Dt) = −H(t)

√
1

4πDt
1

2Dte
−x2/(4Dt)+H(t)

√
1

4πDt
x2

4D2t2 e
−x2/(4Dt)

(
∂
∂t −D ∂2

∂x2

)

H(t)
√

1
4πDte

−x2/(4Dt)

= δ(t)δ(x)− 1
2t3/2

H(t)
√

1
4πD e−x2/(4Dt)+ x2

4Dt2H(t)
√

1
4πDte

−x2/(4Dt)+H(t)
√

1
4πDt

1
2te

−x2/(4Dt)−H(t)
√

1
4πDt

x2

4Dt2 e
−x2/(4Dt)

= δ(t)δ(x)
c) d

dx sin |x| = d
dx (H(x) sinx−H(−x) sinx) = δ(x) sinx+H(x) cosx+ δ(−x) sinx−H(−x) cosx

= H(x) cosx−H(−x) cosx = sgn(x) cosx (oder d
dx sin |x| = d|x|

dx cos |x| = sgn(x) cos |x| )
d2

dx2 sin |x| = d
dx (H(x) cosx−H(−x) cosx) = δ(x) cosx−H(x) sinx+ δ(−x) cosx+H(−x) sinx

= 2δ(x)− sin |x|
(oder d2

dx2 sin |x| = d
dx sgn(x) cosx = 2δ(x) cosx− sgn(x) sinx = 2δ(x)− sgn(x) sinx)

d)
∫∞
0

f ′(x) sinxdx = f(x) sinx|∞x=0 −
∫∞
0

f(x) cosxdx = −
∫ π/2

0
sinx cosxdx = − 1

2

∫ π/2

0
sin 2xdx = − 1

2
Alternative Lösung
f(x) = H(π/2 + x)H(π/2− x) sinx
→ f ′(x) = H(π/2 + x)H(π/2− x) cosx+ δ(π/2 + x)H(π/2− x) sinx−H(π/2 + x)δ(π/2− x) sinx
= H(π/2 + x)H(π/2− x) cosx− δ(π/2 + x)H(π/2− x)−H(π/2 + x)δ(π/2− x)
∫∞
0

f ′(x) sinxdx

=
∫∞
0

H(π/2+x)H(π/2−x) cos x sinxdx−
∫∞
0

δ(π/2+x)H(π/2−x) sin xdx−
∫∞
0

H(π/2+x)δ(π/2−x) sinxdx

=
∫ π/2

0
cosx sinxdx− 0−

∫∞
0

δ(π/2− x) sinxdx = −1/2

6.4 Laplace-Operator

a) ∇2 1
r = ∂i∂i

1
r = −∂i

xi

r3 = − δii
r3 + 3xixi

r5 = − 3
r3 + 3r2

r5 = 0
b) Kugelkoordinaten : (x′1, x′2, x′3) = (r, θ, φ) mit (x1, x2, x3) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ) (siehe
Bsp.5.1)
∇ 1

r = ei∂i
1
r = e′i∂′

i
1
r = −e′1 1

r2

Normaleneinheitsvektor n = e′1 (e′1 · e′1 = 1 siehe Bsp.5.1)

∫

Vε
∇·

[(
∇ 1

r

)
ϕ(r)

]
d3r

Gaußscher
Integralsatz

=
∫

Sε

[(
∇ 1

r

)
ϕ(r)

]

r=ε
·n dS =

∫ (
−e′1 1

r2ϕ(r)
)

r=ε
·e′1 dS = −

∫
1
ε2 ϕ(r)|r=ε dS

(Anmerkung: ∇ 1
r = ei∂i(1/r) = e′i∂′

i(1/r))
dS auf der Oberfläche S : dS = |e′2 × e′3|dθdφ

︸ ︷︷ ︸

Fläche der Parallelogramm

= ε2 sin θdθdφ

→
∫

Vε
∇ ·

[(
∇ 1

r

)
ϕ(r)

]
d3r = −

∫ 2π

0

∫ π

0
ϕ(r)|r=ε sin θ dθ dφ −−−→

ε→0
−ϕ(0)

∫ 2π

0

∫ π

0
sin θ dθ dφ = −4πϕ(0)

c) Vc : das Volumen außerhalb der Kugel Vε (d.h., r > ε)

− 1
4π

∫
d3r

(
∇2 1

r

)
ϕ(r) = − 1

4π

∫

Vε
d3r

(
∇2 1

r

)
ϕ(r)− 1

4π

∫

Vc
d3r

(

∇2 1

r

)

︸ ︷︷ ︸

=0

ϕ(r)

= − 1
4π

∫

Vε
d3r∇ ·

[(
∇ 1

r

)
ϕ(r)

]
+ 1

4π

∫

Vε
d3r

(
∇ 1

r

)
(∇ϕ(r))

Das zweite Integral verschwindet im Limes ε → 0 für analytische Funktionen ϕ(r),
∫

Vε
d3r

(
∇ 1

r

)
(∇ϕ(r)) = −

∫

Vε
d3r e′1 1

r2 e
′
i∂

′iϕ(r) = −
∫

Vε
d3r 1

r2 ∂
′1ϕ(r)

= −
∫ ε

0
dr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ sin θ∂′1ϕ(r) −−−→

ε→0
0

(dV = d3r = dx′1dx′2dx′3|det(e′1 e′2 e′3)| = r2 sin θdrdθdφ)

Aus dem Ergebnis von Bsp.b

− 1

4π

∫

d3r

(

∇2 1

r

)

ϕ(r) = − 1

4π

∫

Vε

d3r∇ ·
[(

∇1

r

)

ϕ(r)

]

= ϕ(0) .

Deshalb ist −∇21/(4πr) eine dreidimensionale Delta-Distribution.
(−1/(4πr) ist die Greensche Funktion des Laplace-Operators.)

2


