Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2018W

6. Tutorium - Lésungen 7.12.2018

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

6.1 Delta-Distribution und Heaviside-Funktion

a)t=2—-3x - = (2-1t)/3 und de = (—1/3)dt

1= 5(273x)(3x +a—1)de = [_T6(t)(3(2—-1)%/9+ (2—1)/3—1)(—1/3)dt

= [T 0t)1/3)((2—1)?/3+ (2—t)/3 —1)dt = (1/3)(4/3+2/3—1)=1/3

b) t =22% + 3z — 2 — x1(t) = (—3 — /25 + 8t) /4 oder z2(t) = (=3 + /25 + 8t) /4

Fiir —25/8 <t < 00, —=3/4 > x1(t) > —oo und —3/4 < x2(t) < ©

75 6(22% + 3z — 2) log( )dm =/ 3/4 §(x? — 3z — 4) log(xQ)olaz:—&—ffg/4 §(x? — 3z — 4)log(2?)dx

= —log(4)(=1/5) +log(1/4)(1/5) = log(1)/5 =0

c)

Kugelkoordinaten : (2, 22, 2/3) = (1,0, ¢) mit (z', 2%, 23) = (rsinf cos ¢, r sin §sin ¢, r cos §) (siehe Bsp.5.1)
— drdydz = dz'*dz'?dx"®|det(S)| = r? sin 0drdfde (Die Transformationsmatrix ist die Jacobi-Matrix.)
oder da'dzdz'3|det(S)| = da''dx'*dz'3|det(€] € €})| ist das Volumen des von dz''e}, dz'?e), dx'3e)
gebildeten Parallelepipedes.

[0 o dadydzH(R? — 2 —y? —2%) = [[Z dr [, d fo% der? sin 0H (R* —r?) = 4x [° drr? H(R? —1?)
=47 fo drr? = 7R3 (Volumen der Kugel mit Radius R)

Anmerkung:

dIQ) = [dadydz§(R? — 22 — y* — 2%) = d(‘“ ArR? = AL AxX3/2 = 271 X1/2 = 21 R (siehe Eq.(7.165) im

Skriptum)
Q) [ 70 7 dudydzd (R = /a7 37 22) = [ dr [ d9 [ dr®sin66 (R )

=4r [[7 drr?6 (R —r) = 47 R? (Oberfliche der Kugel mit Radius R)
Alternative :

[ f [ dwdydzs (R N/ N z2) =% rdydz (R . \/W)

dR ( WRS) = 471 R?
Anmerkung : [*°_ [*[* dzdydz H (R? — (2> +y* +22)) = [°_ [ [*_ dadydz H (R - \/m)
aber [0, [, [, dedydz8 (R? = (2 + y* + %)) # [0, [, |75, dedydzs (R— /a7 + 47+ 27)

6.2 Deltafolge

a)f_ooooﬁe*nzm o(x )dx—foo\/,e y@( ) dy*foo\/“e y@( )d
naoow(o)ffoooﬁe y? dy = ¢ (0)
b) fule) = Zem5" 5 a(d/de) fu(r) = ~22 a2 s

jo%s) 22 n3 n2z? 2
J oo [e(d/dz) fo(2)] e p(a)de =2 [T \/;9626 p(a)de = 2 [T \r( ) e (L) Ly
[e’e] 1, n—oo a2
= 2%, FyPe o (L) dy "3 —290(0)f_oo J=yPe TV dy = —(0)
C) fix’oo fn(l.)e—zkxdx — ffooo %e—n z2 —zkxdx _ foooo \1ﬁe y e—z(k/n)ydy —e —(k/n)? /4 — —k2/(4n2) ”iof 1

6.3 Verallgemeinerte Funktion

a) (& +7) (H(t)te™"") = §(t)te " + H(t)e " = H(t)e

(&£ + 7)2 (H(t)te ") = (4 +) (H(t)e ) = 6(t)e " —yH(t)e " + vH(t)e 7" = 5(t)

b) %H(t) 4Tr1Dt6712/(4Dt — 5( ) 47r1Dt67352/(4Dt)_2t?1’/2 H(t)\/geﬂc (t) 1 ef:n2/(4Dt)

47 Dt



2 2 2
=0(t)0(z) — #H(t)\%{z /DY) 1 2 H(t)y] gipe ™ /(40D
e_w2/(4Dt) = (5(5(;))

(siehe Bsp.6.2 : lim;_,¢ 47r1Dt

2 2 2 2 2 2
%H(t) \V 47r1Dt67m /(aD) — 7%H(t) 47r1Dt ZLDteiz /(aDt) — *H(t) \ 47r1Dtﬁ o /(4Dt)+H( )\/ 47r1Dt 45%2 em /b

o
2 s
(& — D) Ht)y/ g/ 4P

=0(t)d(z

¢ 6&511(1|23| L (H(z)sinz — H(—z)sinz) = §(z )binx—!—H( )ecosx + 0(—x)sinz — H(—x) cosx

= H(z)cosz — H(—x) cosz = sgn(z) cosz (oder - sin |z| = ddL cos |z| = sgn(x) cos |x| )

dd251n|x| 4 (H(z)cosz — H(—z)cosz) = §(x) cosz — H(z)sinz + §(—z) cosz + H(—z) sinz

= 26(x) — sin |z

(oder j—;sinm = Lsgn(z) cosz = 25(x )cosa:fsgn(:n) sinz = 2§(z) — sgn(x) sinx)

) JoS (@) sinzdr = f(x)sinz|) — [5° f(x) coszdr = —fOﬂ/Qsmxcosxdx——% Oﬂ/QSiD2$d$= -3

Alternative Losung

fle)=H(r/2+2)H(w/2 — x)sinz

= fl(z)=H(x/2+x)H(w/2 —z)cosx + §(r/2+ 2)H(r/2 — x)sine — H(w/2 4+ 2)d(7/2 — z) sinzx
?OOH(’IT/2 + x)f(w/? —z)cosz —6(m/24+ x)H(n/2 —x) — H(n/2 + z)6(7/2 — x)

*Ofo H(r/2+x)H (/2—x) cos xsinwda— [ 0(m/2+x)H (r/2—z) sinwda— [ H(r/2+2)6(n/2—) sin zdx
*fo cosxsmxdxfoffo (r/2 — x)sinzdr = —1/2

6.4 Laplace-Operator

a) V2L = 9;0,1 = —0;% = %5 4 3o = 3 4 32 —

b) Kugelkoordinaten : (z'',22,2"%) = (r,0, ng) mlt (x',22,2%) = (rsinfcos¢, rsinfsing,rcosf) (siehe
Bsp.5.1)

vl_eal_e/zallz /112

Normaleneinheitsvektor n = e} (e} - e} =1 siehe Bsp.5.1)

GauBscher
Integralsatz
Jo TLTE e I (L) )], _mdS = [ (e ple),_ ek dS = [ & o), dS
(Anmerkung: V21 = e'0;(1/r) = €9}(1/r))
dS auf der Oberfliche S : dS = lef, x ef|dfde = £2sin OdOd¢
—_—

Flache der Parallelogramm

2 . 2 T .
= [y, V- (Vy) em)] d&Pr=—[77 [T o()],— sinddb dop — —0(0) [y " Jo sinfdf dp = —4mp(0)
¢) V. : das Volumen auflerhalb der Kugel V. (d.h. r>e)

e T () ple) = = i, 1 (921 ) = & fy o (92 ) ot
o
“ar Ju PV [(V3) @] + g7 fy, 4 (V3) (Ve(r)
Das zweite Integral verschwindet im Limes ¢ —> 0 fiir analytische Funktionen ¢(r),
Jo. @r(V3) (Ve(r) = — [, dPre't 5eid o(r) = — [, d®r 50" p(r)
=— [y dr [;db fo desin 00" o(r )j 0
(dV = d3r = da’t dz?dz'3|det (e} e} ef)| = r? sin Odrdfde)

Aus dem Ergebnis von Bsp.b

i e (P e = - [ e [(v7) o] o0

Deshalb ist —V?21/(47r) eine dreidimensionale Delta-Distribution.
(—=1/(4xr) ist die Greensche Funktion des Laplace-Operators.)
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