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7. Tutorium fiir 14.12.2018

7.1 Residuensatz

Berechne die folgenden komplexen Integrale:
a) §, 55— dz iiber den Kreis C' = {z = 3¢" |0 < 0 < 27}

fOl o Hdz iiber den geschlossenen Halbkreis C1, der aus {z =€ |0 < 6 <
7T} und {z = x| — 1 < z < 1} besteht.

fc Y +1dz iiber den geschlossenen Halbkreis Cy, der aus {z = ¢ | — 1 <
9 < O} und {z = z|l > = > —1} besteht.

d) ¢, %dz iiber den Kreis C' = {z = 2¢¥ |0 < 0 < 27}
e) [° oox;:ildx = limp_, <3§C ;3:4 —fcl %dz) mit ¢ > 0 (Konstante),

C, ={z=Re?|0 < 0 < 7} und C, einem geschlossenen Halbkreis, der aus
Cyund Cy = {2z = z| — R < x < R} besteht.

7.2 Greensche Funktion 1

Betrachte einen Differentialoperator

d2

Lix(t) = ﬁx(t)

Finde die Greensche Funktion G(¢,t') des Differentialoperators £; mit den
folgenden Schritten.

a) Schreibe die allgemeine Losung zo(t; A, B) der homogenen Differentialglei-
chung L;z9(t) = 0 an (A und B seien 2 freie Konstanten der allgemeinen
Losung).

b) Die Greensche Funktion erfiillt die inhomogene Differentialgleichung £,G(¢,t") =
d(t —t'). Das heifit, dass gilt £;G(t,t') = 0 fiir ¢ # t'. Nimm den Ansatz

/ I()(t; Al(t,)v Bl(t/)) (t < t/>
Gt.t) = { zo(t; As('), Ba(t')) (' < 1)

mit der allgemeinen Losung zy aus a) an und bestimme die Koeffizienten A;(t'),
Ay(t'), By(t') und By(t'), die die folgenden Bedingungen erfiillen.

i) Stetigkeit der Greenschen Funktion : lim; ;- G(t,t") = limy_,u+ G(t,1)

i) lime o [17° LG (8 #)dt = lime e 2G(t,1)]57 =1

iii) Translationsinvarianz : G(t,t') = G(t — ¢,0)

iv) Randbedingungen : A;(t' =0) = a und B;(t' =0) =f
c¢) Lose die inhomogene Differentialgleichung L£,x(t) = H(t)H(T — t) mit den
Randbedingungen z(0) = z(7") = 0, wobei H(t) die Heaviside-Funktion und
T eine positive Konstante ist.



7.3 Greensche Funktion 11

Betrachte einen Differentialoperator, der durch

Lox(t) = (% v+ iwg) (% - iwo) 0

definiert ist (v : positive Konstante, wy : Konstante).

a) Finde die Fouriertransformation G (w) einer Greenschen Funktion G (t,t'),
die die inhomogene Differentialgleichung £,G;(t,t') = §(t — ') erfiillt. Die
(inverse) Fouriertransformation ist durch

Gt 1) = (27)! / G (w) €0 doy

definiert.

b) Berechne die inverse Fouriertransformation von Gj(w) und bestimme die
Greensche Funktion Gy(¢,t).

c) Lose die inhomogene Differentialgleichung £;x(t) = H(t) mit den Rand-
bedingungen z(t = 0) = 0 und z(t — o0) = 1/(7? + w?) (H(t) : Heaviside-
Funktion).

Ankreuzbar: la-c, 1de, 2ab, 2¢, 3ab, 3c



