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7. Tutorium - Lésungen 14.12.2018

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

7.1 Residuensatz

a) §C P fc 2(z+1§(z—2) dz = 2mi (2(23—1) L:z + 2(zz—2)

b) $e. ﬁdz = fc, mdz = 2mi ﬁ i 2mi (L) =12
fc 4z2+1 fCQ Wdz =20 = 1/2)‘ e=—ifo =2mi(~5) =%
fC%dz—fcm 24 (z+1)?+2(z+1)3] dz

:§C {W+ﬁ+l] =

oder ¢, %dz = 2mig dd—%(Qz?’ + 722 4+ 82+ 5) = 2migy (122 + 14)‘ =i

itz 1 _92t
e) $o Z2+4dz = $c GG 4% = 2mi £ Z+21 = gme"? (wenn R > 2)

cite 0 0 ™ RleitRexpio|
o, Sd iRei?do| < [ iRe|do = [ Moo

Da |6”Re"p“9| = |eitftcosO||gmtRsinG| — |o—tRsing f22° 0 wenn ¢ > 0 und sin 6 > 0 (dh.0< <)

ztRexp 0
R2 216+4

T eLtReXple
0 RQ 219+4

R R~>oc T R| eitRexp 19‘ R—o0
und m f |R2€2“9+4| dd — 0
0o ita itz itz . ot
/- - $2+4dx =limg_ o0 (fc Z2+4dz fCl 22+4dz) = *71'6

7.2 Greensche Funktion I

a) Homogene Differentialgleichung: Lix0(t) = ;szo(t) =0
Allgemeine Losung : z(t) = At + B
b) Die Greensche Funktion G(t,t') erfiillt die inhomogene Differentialgleichung £,G(t,t') = §(t — t'). Weil
die Greensche Funktion die homogene Gleichung £;G(t,t") = 0 auBer ¢t = ¢’ erfiillt, nehmen wir den Ansatz
N At +Bi(t') (t<t)
G(t’”—{ As(t)t+ Bolt) (t < 1)
iii) Translationsinvarianz (wenn a; in £; = >, a;d'/dz" konstante sind)
Lo [ A — )+ By(0) (t<t)
Gt.#) = Gt = #,0) = { As(0)(t — ) + Ba(0) (¢ < 1)
) 41(0) = o, B1(0) = 8
Gt 1) = { alt—t)+p (t<t)
’ Ay(0)(t —t') + B2(0) (¥ <)
i) Stetigkeit der Greenschen Funktion
limy_, - G(t,t') = limy_p+ G(t,t') — B2(0) =8

i) LG T =1 (6 0) 5 As(t 4 ) — At —e) =19 Ap(0) =a +1

N Joalt=-th+p (t<th)
- G(“){ alt—tY+B+(t—t) (' <t)
Anmerkung : G(t,t') = a(t —t') + B ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung und
G(tt')=H(t—t')(t —t') eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
o) ax(t)= [ Gt )H{HH(T —t) dt’—fo (t, t)dt’
Wenn ¢ <0, x(t fo aft—t')+ B)dt' = —§T* + otT + T
limy_,q- 2(t) = O‘T2 +pBT=0—p3=35T

iv



Wenn 0 < t < T,z(t) = [ (a(t — ) + B+ (t =) dt'+ [ (a(t —t') + B)dt’ = [, (t—t")dt'+ [ (a(t —t') + ) dt’ =

312 — $T? + atT + BT 1t2 + atT
limt%(ﬁ x(t) =0
limy_,p- x(t) = 1T2 +aT?=0—a= —%
Wenn ¢t > T, x(t fo alt—t)+ B+ (t—t)dt' = —5T?* + atT + BT + T2 = atT + 3T% = 3T(T — t)
lim;_, 7+ x(t) = 0
(1/2)tT (t <0)
Sa)={ (1/2tt-T) ((0<t<T)
(1/2T(t-T) (T <t)

7.3 Greensche Funktion I1

a) Ansatz : Gy(t,t') = (2m)~! ffooo Gr(w) et duy

LGr(t,t') =0t —t') — ﬁ fooo(iw + 7y 4 iwo ) (iw + v — iw)Gr(w) elw(t=t") J, = % fooo eiw(t—t") g,
Vergleich der Integranden (iw 4 v + iwo ) (iw + v — iwe)Gr(w) = 1

— G[( ) (zw+’y+zw0)(zw+'y ) = _(W*i’erwo)l(w T

b) Fourier-Transformation Gy (t,t') = % fooo iw(t— t)GI( f_ = W+:;<)t(wt )w wo)d
Im(w) Im(w)

8 \§

Re(w) Re(w)
R

Das Integral kann mit [~ e“(~G (w)dw =

limp_ 00 [fcl eiw(t—t')éf(w)dw _ fél eiw(t—t/)él(w)dw}
oder R ~

limp_ 00 [— §02 et G 1 (w)dw + féz elw(t—t )Gl(w)dw}
gerechnet werden. C’l ist der obere Halbkreis und C’g

der untere Halbkreis. C; und Cj sind die geschlossenen
Halbkreise (siehe Abb.). /(‘:

Im(w) Im(w)

R
Re(w) Re(w)
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Auf dem Halbkreis C
I, -6 1] - 3

2r
_ 17 R
27 fO (Re®® —iy+wo)(Re' —iy—wo) R
In dhnlicher Weise )féz eiw(t—t,)éI(w)dw‘ — 0 wenn R — oo und t < t'.

Endlich [ @t G (w)dw = H(t—t') imp_ o0 be, et G (w)dw—H (' —t) imp_ 00 $e, € @t G (w)dw

Mit Hilfe des Residuensatzes und im Limes R — oo,
eiw(tft')

; 10 44/
eiRei?(t—t")

D10 1 (7
fo (Rei"—i’y+w0)(Rei9—i'y—w0)ZR@ d@‘ < ?fo

|671m(Rew)(t’t,)|d9 — 0 wenn R — oo und ¢ > ¢'.

B 10 4 41
eiRe™ (t—t")

iRe'| d

Ty o) (ReT =iy —wa)

eiu(tft’)

N\ . / . /
Grint)= ﬂH(t. - )/W_M/wo w=wo+iy 7, e ,7 S w=—wo+iy
_ —iH(t _ t’) e“"()(t—;“)};’v(t—t > e—lwo(t;;:)—'v(t—t )) _ H(t _ t')wioef’Y(tft,) sin(wo(t _ t'))
o) x(t) = [ Gr(t,t) f(t")dt' = [ H(t 1O sin(wo (t — /) H (t')dt!
z(t<0)=0

z(t >0) = fo w—e == sin(wo (t — '))dt’ = QWO
1 e(—riwg) (t—t") e(—r—iwg)(t—t") 1 1 1 1 (=y+iwg)t (=y—iwg)t
T 24w (_ —~y+iwg + < —y—iwg )0 T 2iwo <_ —y+iwg + 7771'&)0) ~ 2iwg <_ef'y+iwo + ef'yfiwo )
ot )
= w%wg = W‘ZJ:WO (cos(wot) + = sm(wot))
— 2(0) =0 und lim; o x(t) = m
Anmerkung: alternative Losung wie im Bsp.7.2
Allgemeine Losung der homogenen Gleichung :
xo(t) — Ae—’yteiwot +Be—’yte—iwot
Ansatz der Greenschen Funktion ,
Gt 1) = A (te Mot + By (t)e Ve iwot (£ < t')
) - A2 (t/)effytezwgt + B2 (t/)ef'ytefzwot (t > t/)
Translationsinvarianz :

G(t, ') =Gt —t',0) = {

fot(e(—wmo)(t_t’) _ e(—v—iwo)(t—t’))dt/

A1<0) ~y(t— t) iwo (t—t") +31(0)6—7(t—t')e—iwo(t—t’) (t <t’)
Az (0)e™ y(t—t") giwo (t—t') +32(0)6—7(t—t')€—iw0(t—t’) (t >t



Stetigkeit der Greenschen Funktion : (A41(0) — A2(0)) + (B1(0) — B2(0)) =0

t=t'+e
LGt t)|,_, . =1(¢>0)
— A3(0)(iwo — ) + B2(0)(—iwo — ) — A1(0)(iwo — ) — B1(0)(—iwo —7) =1
— A2(0) = A1(0) + 1/(2iwy), B2(t') = B1(t') — 1/(2iwp)
—(t—t') giwo (t—t') Y(t—t") p—iwo(t—t") /
G(t,t’) = Al(O)e— t—t' e' t—t’ N Bl(())e t—t’ e_ t—t’ t—t (t N t/)
A1 (0)e 7t eiwo(t=t) 4 B (0)e 7t emiwn(t—t) 4 oo V) sin(wo(t —t))  (t > 1)

a(t < 0) = [ Gt,t")dt = limp_,o [ G(t,¢)dt!

T 7'Lu T _ YT ’LWOT
_ vt jiwot € 0 1 vyt ,—iwot € 1
= limy_, 00 A1(0)e e 77 oo T M7 Bi(0)e e 7y+w0

limy_o- 2(t) = limy_0 A1 (0 )eﬁf*jthmhm By(0)£6 20T =1 = 05 A (0) = A3(0) = 02(t < 0) =0

z(t>0) = f(f wioe—v(t—t/) sin(wo(t —t))dt’ = W - Wiw:m (cos(wot) + X sm(wot)>
0



