Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2018W

8. Tutorium fiir 21.12.2018

8.1 Sturm-Liouville-Problem

a) Transformiere die Differentialgleichung
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in die Sturm-Liouville’sche Gestalt (< [p(z)L] + g(z) + €(¢ + 1)p(z)) y(z) =
0.
b) Transformiere die Differentialgleichung

(1 —2%)y"(x) — (2a + Day/'(z) + n(n + 2a)y(z) =0, (x € [-1,1])

in die Sturm-Liouville’sche Gestalt (- [p(z)<L] + g(z) + n(n + 2a)p(z)) y(z) =
0.
¢) Transformiere die Differentialgleichung

o2y (2) + zy/ (z) + (a®2® — n?)y(z) =0

in die Sturm-Liouville’sche Gestalt (< [p(z)L] + g(z) + a®p(z)) y(z) = 0.
d) Transformiere die Differentialgleichung

vy (x) + (a+1—2)y (x) +ny(xr) =0

in die Sturm-Liouville’sche Gestalt (< [p(z)L] + g(z) + np(z)) y(z) = 0.

8.2 Greensche Funktion III

Betrachte einen Differentialoperator
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(Q : reell).
a) Finde mit Hilfe der Fouriertransformation eine Greensche Funktion G7 (¢, '),
die die inhomogene Differentialgleichung £,G7 (t,¢') = §(t — t') erfiillt.
Hinweis: Falls die Pole, A, 2, der Fourier-transformierten Greenschen Funktion
auf der reellen Achse liegen, verschiebe zuerst die Pole bei ie in die obere Hélfte
der komplexen Zahlenebene (d.h. A; 5 — Aj 2 +ie mit € > 0) und berechne den
Grenzwert G} (t,t') = lim._,0, GF(¢,1').
b) Berechne die Greensche Funktion Gj (t,t') = lim._0— G.(t,t') mit einer
negativen Verschiebung (d.h. A\j o2 — A1 2+ ie mit € < 0).
¢) Uberpriife, dass Gy(t,t') = G} (t,t') — G7(t,t') die homogene Differential-
gleichung £,Gy(t,t') = 0 erfillt.



8.3 Separationsansatz und Frobenius-Methode

a) In beliebigen krummlinigen Orthogonalkoordinaten wird der Laplace-Operator

durch
Vul) = Za (V20954

911922933

gegeben. (g = (gi;) ist der metrische Tensor des Koordinatensystems.) Zeige
fiir Kugelkoordinaten (r,0, ¢), dass gilt

1

V2 (x) = 50, (rPo(x)) + :

1 , )
5 n069 (SlIl gggw(X)) + m@ﬂ)(x) .

Die Kugelkoordinaten sind durch (z,y,z) = (rsinfcos ¢, rsinfsin ¢, r cos )
definiert.

b) Fiihre den Separationsansatz ¥ (x) = R(r)Q(0)F(¢) der Differentialglei-
chung

(_%w _ 1) $(x) = BY(x).

durch und schreibe die Differentialgleichungen der r-Koordinate, der 8-Koordinate,
und der ¢-Koordinate an (F : Konstante).

c) Zeige, dass bei der Koordinatentransformation v = cos# 4+ 1 und P(u) =
Q(0) die Differentialgleichung der §-Koordinate in die Form

Z
2u — u?

O ((2u — u*)0,P(u)) + Z1 P(u) — P(u) =0
umgeschrieben wird (7, Z, : Konstante).

d) Verwende den Ansatz P(u) = Y2 a,u™” und bestimme die charakteri-
stischen Exponenten ¢ und die Rekursionsgleichung der Koeffizienten a,, der
Differentialgleichung aus ¢) mit Z; = (¢ + 1) und Z; = 0.

Ankreuzbar: lab, 1lcd, 2a-c, 3a, 3bc, 3d



