Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2018W

8. Tutorium - Lésungen 21.12.2018

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

8.1 Sturm-Liouville-Problem

Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:
(i [p(@) 5] + a(@) + Ap(@)) y(z) = 0 = p(2)y” (z) + P/ (2)y'(2) + q(2)y(z) + Ap(z)y(z) = 0
a) (Allgemeine Legendregleichung) (1 — 22)y” (z) — 2zy/(z) + (E(E +1)— %) y(x) =0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

p'(2)/p() = =22/(1 = %), ¢(2)/p(z) = =25y wd (¢ + Dp()/p(x) = L+ 1)/(1 = 2?)
— log(p() = log(1 ~2%) = p(x) =1~ 2%, q(x) = — {25 wnd p(x) = 1

= (£ [0-a)f] - 2 + 0+ 1) yla) = 0

1—x
b) (Gegenbauer-Differentialgleichung) (1 — 22)y”(z) — (2a + 1)ay’(z) + n(n + 2a)y(z) = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
P(2)/p(z) = —(2a + 1)/ (1 - 22), ¢(z)/p(x) = 0 und n(n + 2a)p(x)/p(z) = n(n +2a)/(1 - 2?)
— log(p(z)) = (a + 1/2)log(1 — 2?) — p(x) = (1 — 2?2 g(x) = 0 und p(z) = (1 — 2?)*" V2. —
(41— x2)a+1/2%] +n(n+2a)(1 - xz)a_l/z) y(x) =0
c) (Besselsche Differentialgleichung) z2y” (z) + xy(z) + (a?2? — n?)y(x) =0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
P(2)/p(z) = 1/, 4(x)/p(x) = —n?/2* und a®p(z)/p(z) = a?
— log(p(x)) =logx — p(x) =z, q(x) = —n?/z und p(x) = x — (% [z4] - ”?2 + a2z> y(x) =0
d) (zugeordnete Laguerre-Gleichung) zy” (x) + (e + 1 — 2)y'(z) + ny(z) =0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
P(@)/p(x) = (a + 1 — 2)/z, q(x) /p(x) = 0 und np(z)/p(x) = n/z — log(p(z)) = (a + 1) log(z) — =
— p(z) = 29", g(z) = 0 und p(z) = 2% 2. — (& [z9Tle L] + nze ) y(z) =0

8.2 Greensche Funktion

a)

CfI(w) - *w2+Qlw+292) = _(Wm%(wﬂz)

Ge(w) = — (w72§27i5;(w+97i5)

Ga(tvt/) = % fix;o éa(w)eiw(t_t/)dw = _i jooo (w—QQ—iS(w-l-Q—ie) eiw(t_t,)dw

= _H(t - tl)% [f(}'l (w7297is§(w+527i5) eiW(tit )dw - fC‘l (w72527i5§(w+97is) eiw(tit )dw]

+H(t/ - t)% [fCQ (w7297i€%(w+97i5) eiw(t_t )dw - fég (w72Q7i5%(w+ine) ei‘d(t_t )dw}

Im(w) Im(w)

Ci={z=Re"”|0< 0 <} und Cy = {z = Re’| — '\Cl \Cl
T <60 <0} Re(0) Re(w)
C1 (oder Cy) ist der geschlossene Halbkreis, der aus R R
o} (oder 6‘2) und {z = z| — 1 < 2 < 1} besteht. Im(w) R Im(w) "
Da im Limes R — oo die Integrale iiber die Halbkreise Re( Re(®
C7 und C5 gegen null gehen werden,

A 3

Ge(t,#) = lim oo [_H(t B t/)i fCl (w—QQ—ié‘%(w+Q—i8) e du + H(t' - t)i fcz (w—ZQ—iS(w-i-Q_iE) e duy

1



eiw(tft/)
w—2Q—1ie
w

iw(t—t')

= —iH(t—t) .
=—QO+ie

—iH(t—1)¢ *E“Q ) (e—iQ(t—t’) _ e2iQ(t—t/))

Im Limes ¢ — 07 G (t,t') = H(t — t) 35 (e_m(t_t/) — eQm(t_t/))
b) Wenn ¢ < 0,

_ 1 1

Ge(t, 1) = limp o0 [_H<t )3 $e, (w—20—i) (@0 —ie)

Lw(t t’)

H(t —t) S
w=2Qie +iH( ) i=o
—iH(t —1)¢ 5“ t (621'9(1&4') _ emit—t ))

Im Limes ¢ — 0~ G (t,t') = H({t' — )35 (em(t—t’) — e_m(t_t/)>
c) Go(t,t') = G (t,t') = G7 (t,¢)

- ZH(t - tl) i)Jerie

>0
w=2Q+1ie (E )

Lw(t t’)
w+N—1ie

—iH(t —t) ¢

w=—Q+1ie

ewt=t") 1., +H(

1 1
t)ﬁ fc2 (w—2Q—1ie) (w+Q—ic)

—H(t— t/)ﬁ (e—iQ(t—t/) _ eQiQ(t—t’)) “H{ - t)ﬁ (eQiQ(t—t’) _H{ - t)e—iﬂ(t—t/))
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Anmerkung : Losung ohne Fouriertransformation
allgemeine Losung der homogenen Gleichung Ly (t

) =
. A Qth+B / iQt t<t/

Greensche Funktion : G(¢,t') = { A;E ; 20 | p E ’gg_mt Et/ < t%
A

_ i (e—iQ(t—t') _ p2i0(t—t)

i) Translationsinvarianz G(¢,t') = G(t — t',0) = {
ii) Stetigkeit der Greenschen Funktion : A4;(0) + B, (0
iii) limg g+ J;s/ e L:G(t,t)dt = lim, g+ dtG(t 9]

— A2(0) = A44(0 )+1/(3ZQ) By(0) = B (0 )‘,1/(319)
A1(0)e2 01 4 B (0)e~ 2t

A>(0) + B2(0)
= 2i0(A(0) —

0: 2(t) = Ae?™ ¥ 4 Be™

( )GQiQ(tft’) +B1(0)67i9(t7t’) (t < t/)
AQ(O)GQiQ(tft’) +B2(0)efm(t7t’) (t/ < t)
) =

A1(0)) — iQ2(B2(0) — B1(0)) =

(t<t)

N
- G(tat ) - { Al(o)emﬂ(tft’) + Bl(O)e’m(t*t/) + 1/(31'9)(621‘9(15715’) _ efiﬂ(tft’)) (t' < t)

Wenn A;(0) = B1(0) =0, G(t,t') = GF ().
Wenn A;(0) = —B,(0) = —1/(3iQ), G(t,t') = G; (t,1').

8.3 Separationsansatz

a) (siehe Bsp.5.1)
Kartesische Koordinaten : z! = z, 22 = y, 23 = 2 Kugelkoordinaten: z
sinfcos¢ rcosfcoso

/1

(e e e )=(e e e; )SmitS=| sinfsing rcosfsing
cos 0 —rsin
1 0 0
g =8TS=[ 0 0
0 0 r%sin?6

V911922933 = r? sin 0

=r,2?=0,2"=¢
—rsin @ sin ¢

7 8in 0 cos ¢ (s'y = Oja")

V2(x) = =225 (0r (r?sin 00,4 (x)) + 9y (sin09p1p(x)) + 9y ((sin ) "1 9p1)(x)))

= 520, (r20,0(X)) + 5 O (500993 (%) + ot O30 (%)
b) Ansatz: ¢(x) = R(r)Q(0)F (o)

Differentialgleichung (£, R)QF +r~2(LyQ)RF + — 311129(£¢F)RQ + 2RQF = —2ERQF

mit £, = r=20,(r%0,), Lo = sin~! 00y(sin0y), und L4 = 82
multiplizieren mit r2/(RQF) : r?R™'L,.R + Q lﬁeQ + 52
— r2R7IVL.R+2r +2Er% = —Q 1 LoQ — st 7 F 1L F
linke Seite: Funktion von r, rechte Seite: Funktion von 6, ¢

71£¢F +2r = —2Fr?

eiw(t—t’)dw

— Die Gleichung gilt fiir beliebige r, 8, ¢ nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhiingig von r, 6, ¢).

rR7L.R+ 27“ +2Er =271 — LR+ (2/r)R— (Z1/r*)R+2ER =0
_Q 1£0Q szg 71£¢F = Zl
multiplizieren mit —sin? 6 — sin? 0Q 1 LyQ + Z; sin® 0 = —F_1£¢F

Die Gleichung gilt fiir beliebige 6, ¢ nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhéngig von 6, ¢).



sin® 0Q 1 LoQ + Z1sin® 0 = Zy — LoQ + Z1Q — 5%5Q =0 und Ly F = —ZoF
1 ) Zy I
,ﬁar (r*0-R(r)) + ﬁR(r) - ;R(r) = ER(r)

1 . 2y _
g (5in006Q(0)) + 21Q(6) — - OQ(9) =0
O3F = —ZyF

c) u=-cosf+1, P(u) =Q(0)
d%l = %% = —sin@%

L0 (sin00pQ(0)) + Z1Q(0) — -Z%5Q(6) =0 — —9, (—sin® 60, P(u)) + Z1 P(u) — 55 P(u) =0

— 0y ((2u — u?)0,P(v)) + Z1 P(u) — 5225 P(u) =0

d) Wenn Z5 =0, Z; = £(£+ 1),

A ((2u — u?)0, P(u)) + £(£ +1)P(u) =0

= u2—u)P"(u) +2(1 —u)P'(u) + L({ +1)P(u) =0

Ansatz : P(u) = > " qanu™t (ag # 0)

Yoo o 2an(nto)(nto—1)u"t =" Ja,(n+o)(nto—1)u"T +3 07 2a,(n+o)u =3 2a,(n+
o)u T 4+ 3 anl(f+ 1)untT =0

S 2app1(n+o+1)(n+o)utt =3 jap(n+o)(n+o—1u"t+3  2an41(n+ o+ 1)u"t —
Yoo o2an(n+o)u™t + 3% Japnl(f+ 1)u"tT =0

Die Gleichung gilt fiir beliebige u.

Koeffizientenvergleich von u°~! Term: 2ago (o — 1) + 2ago = 0. Da ag # 0, o = 0.

Weiterer Koeffizientenvergleich von u™*! (n > 1) Terme

n(n+ Daps1 —n(n — Da, +2(n+ apy1 — 2na, + (4 1)a, =0

2(n+1)%a,41 — n(n+ a, + £+ 1)a, =0

n(n+1)—£(0+1) _ (n=0)(n+e+1)

An+1 = — apynz  9n 2(nt1)z On
Anmerkung: Losung der Rekursionsgleichung (¢: Ganzzahl)

a1 =~ gy, 0y — DA ENIERED
Ay = (_1)71 [(é—n-f—l)"‘(@—12)751]([7(5;-271%~(€+2)(€+1)] ap = (_1)n%ao (n < £)7

ag41=0-ar=0—=a,=0(n>"{)

Pu) = Zflzo(fl)”%aou" (verschobenes Legendre-Polynom)



