Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2018W

9. Tutorium - Lésungen 11.1.2019

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

9.1 Gamma- und Beta-Funktionen

a)D(z+1) = [T tFe tdt = — t7e |2+ [)° 2" Le ldt = z [ t* e dt = 2I(2)
b)
m+1)n+2)(n+3)---n+2m—-1)(n+2m)=1-2-3---(n+2m—1)(n+2m)/(1-2-3---n)
=nm+2m)!/n!=Tn+2m+1)/I'(n+1)

2:4.6-8---(2m—2)(2m) =2"(1-2-3-4--- (m — 1)m) = 2"T(m + 1)

_ 1.2:3.-(2n4+2m-+1)
2n+3)(2n+5)2n+7) - (2n+2m + 1) = Gy 12 20 10 2 @)

_ (2n+2m+1)! _ I'2n+2m+2)I'(n+1)
- (2n+1)127(n+1)(n+2)(n+3)---(n+m) — T'(2n+2)2"T'(n+m+1)
(n+1)(n+2)(n+3)---(n4+2m—1)(n+2m) _ IP(n+2m+1)I'(2n+2)2"T'(n+m+1)

2468 (2m—2)(2m)][(2n+3)(2n+5) 2n+7)—-(2nt2m+1)]  T(n+D)2 T (m+1)L(2nt2m+2) (n+1)
_ I'(n+2m+1)I'(2n+2)I'(n+m+1) _ I'(n+2m+1)I'(2n+3)I'(n+m+1) .
= Tt D)) 2T (m+ DI (2nt2m+2) (oder = 2F(n+1)F(n+2)F(m+1)F(2n+2m+2)) (Legendre-Funktion 2.Art)
c) t =mv?/(2kT) — v = /2kTt/m und dv = kT /(mwv)dt

0 n m 3/2 2 - k (n+1)/2 m 3/2 n itk
Jo v (QTI']CT) € /D dmv?dv = 4 (%) (z57) fo tr/2et Tdt

n/2 n _ n/2 n/2 n
S (D)2 [ 2etat = 2y (BT)7 (0 +3)/2) ((oder = (%L)"* Hizo)2))

(Maxwell-Boltzmann-Verteilung)

d) [e=™/2T(1 +i7))? = e ™ T (1 + iy)[(1 — iy) = e~ ™y (iy)T(1 — iy) = e~ ™Viyr/ sin(mivy)

= —2e ™y /(e”™ — ™) = 2y /(e*™ — 1)

Anmerkung : ¥(0) = e~™/2T'(1 + i) ist die Wellenfunktion fiir die Streuung am Coulomb-Potential.
e)t=cos?f (wenn 0 <0 <7/2,1>t>0) = dt = —2cosfsinfdd — df = —(1/2)t=/2(1 — )~/ 2dt
ST cosm0dh = [/ (1) ¢ 12(1 = )=2de = —L [P =D/2(1 — 1) =12dt = LB((n +1)/2,1/2)
Wenn n = 3, /% cos® 0.6 = LT(2)T(1/2)/T(5/2) = g

Anmerkung : Rekursionsrelation fiir das Volmen V,, einer n-dimensionalen Kugel mit Radius 1 :

V, = B((n+1)/2,1/2)V,,_y — Losung V,, = #;H)

9.2 Frobenius-Methode (Besselsche Differentialgleichung)

a) 2%y" +ay’ + (a® —p*)y =0
Ansatz : y =Y 07 a,a"t
S pan(n+o)(n+o— 1)z £ 3% a,(n+ o)zt + 300 Jaa ot - % g, p2ant =0
= Popco@n(n+o)(n+o = 12" + 370 jan(n+0)a" T+ 3000, anax™ = 300 app?a™tT =0
Koeffizientenvergleich, 2° Term : ago (o — 1) + ago — app? = ag(c? — p?) = 0. Daag #0, 0 = +p
b) Koeffizientenvergleich
27t Term : ay(0+ 1)o +ai(c +1) —a1p* =a1(20 +1) =0 — a1 = 0 oder 0 = —1/2
2t Term (n > 1) : ap(n+0o)(n+o — 1) +ap(n+0) + apn_o — p?a, =0
= apn(n+0)?+an_2—p?a, =0 — a, = —an,gm = —ap_2
Wenn o = p, a, = —an,gm
a1 =0 —= azme1 =0 (m=0,1,2,--+)

n(n+20)

— — 1 _ _ m 1
2m = —02(m—1) Tm(m+p) — 42(m=2) Tm(mtp) Am—1)(mtp—1) _ (=1) A0 TmmItm+p) (mtp—1)- (p+1)
= (-1)"a C(p+1)
04T (m+1)T (m+p+1)

L(p+1) m
(@) = a0 2o (=1)" 4""I‘(m+1z;I‘(m+p+1) 2
1

Wenn ¢ = —p, a, = —apn_2o

n(n—2p)



a1:O—>a2m+1:0(sz,1,2,~-)

— 1 _ 1 1 _ _ m 1
G2m = —02(m-1) dm(m—p) A2(m-2) Am(m—p) 4(m—1)(m—p—1) (_1) @0 4mm!l(m—p)(m—p—1)---(—p+1)
. r(l-p
- ( 1) ao 4"‘F(m+1)F(m p+1)
r'(l-p) 2m—p

Y2(w) = a0 2o ()" TR DT

oo m C(p+1 C(—p+l) —
y(@) = Ayi(z) + Byz(z) = 30 _o (D" mrgmrn & (AI‘(W(LZ:]:-F)pr + BrEtise p)
Anmerkung : In der Potenzreihen kénnen y;(x) und ys(z) gleiche Potenzen haben nur wenn p eine ganze
Zahl ist (d.h 2m +p =2m’ —p — p = m’ — m). Fiir nicht-ganzzahliges p sind y; (z) und y3(x) unabhingig
voneinander.

c)p=1/2

Wenn 0 =p=1/2, ap, = —an—2

1
n(n+1)
a1=O—>a2m+1:0 (m:O,l,Z,-~-)

_ 1 _ 1 1 o m 1
G2m = —A2(m-1) 3mm+1)  22(m—2) @m+1)2m @m-1)@m-2) _ (=1)™ao @mt1)2Zm(2m—1)(2m—2)--32
= (=1)"a0 gy
(@) = a0 3o (—1)™ (zmlﬂ)!meJrl/2 = agz~'/? D m—o(— 1)m;)$2m+1 = apz ™/ ?sinz

(2m~+1)!
Wenn o = —p=-1/2, a,, = —an_gﬁ
a1 muss nicht null sein. — ag;,11 = —agm_lm == (—1)ma1m = (—1)ma1m
_ 1 _ 1 1 L m 1 _ m 1
2m = —A2(m=1) 2m@2m—1) — %2(m=2)2m@m-1) @m-2)(2m—3) (=1) A0 omEm—1)(2m—2)-21 (=1)™ao @m)!

yg(l’) = ao Zz::o(_l) (2;) p2m—1/2 + a; Zm 0( ) L(2m1+1)!x2m+1/2 = ayx -1/2 Zm 0( 1)m(271n)!x2m +
arz /23 (— l)mmlﬂm“:aox 2 cosx + arx~/?sinz
Allgemeine Losung : y(z) = Ay (x) + Bys(z) = A'a™ /2 cosz + Bz~ /?sinx

9.3 Legendre-Polynome

a)

A: [1 6(z — t)Py(z)da = P, (t)

B:§(z—t) =3 0°_oam(t)Pn(z) — f 5(x —t)Py(z)dx = f S o am (t) P (x) Py (z)dx

=m0 am(t) 2n2+1 Onm = 2n+1a”(t)

A=B — P,(t) = an(t) = an(t) = 2% P, (1)

b)

Ac [1 F@)Quw)de = 1) 5000 faPa(@) Sy 5 P (1) P ()

= ij:o ZZ:O In 2mg+l Pm(xi) fil Pn(x)Pm(x)dz = ZnNzo Z -0 fn 2m+ Pm( )Qfﬁtsnm

= Yoo fuPulw:) = F(x;)

B: f—11 F(2)Qi(z)dx = f_11 Z;V:O f],QJ(x)Ql(m)dx = Z] 0 f/ 7161] fiwy

A=B = f| = wiF(z;)

Altenative:

Qi(x) =, SniPn(z) mit der Transformationmatrix s,; = (n + 1/2)P,(x;)

Orthogonalitét : f_ll Qi(2)Qj(x)dx =37, f_ll 813 P (2) Sy P (2)dz = 3 800802/ (20 + 1) = w; 1635
— Wenn T = Sil, Zn tm-snj = 5”' — thi = stwl/(Qn + 1) = wan(xl)

f;l = Zn Jntni = Zn frnwi Py (i) = wi F(x;)
c
F(z) = zN L wiF(2:)Qs(x), G(x) = ZN ¥ wz (xqczz(x»

2n+1

f F(2)G(z)dx = Zivzl Zjvzl ww; F 1, Qi(2)Qj(x)dr = Zivzl Z;VZI wiw; F(2;) Gz )w; 65 =
=Y, wzF(wz)G(wi)
Anmerkung :

Q;(z) ist eine Delta-Folge. impy_,00 Qi(z) = > 0r o (n + 1/2) Py (2;) Py (z) = §(z — x;) (Bsp.8.2a)

Wenn N > 1, gilt anndhernd Q;(x) ~ é(x — z;) (oder fiir endliches N, Hohe x Breite ~ Q;(z;)w; ~ 1)
— Bsp.8.2b fil F(2)Q;(z)dx = F(x;)

Wenn {xg, 21, ,zn} die N+1 Nullstellen des Legendre-Polynoms Py 11 (z) ist, ist die Basistransformation
Sni = Pp(x;) eine orthogonale Transformation. Das Endergebnis f_ll F(z)G(z)dx = Zi\;o w; F(2;)G(x;) ist
als Gauss-Quadratur bekannt und wird oft fiir numerische Rechnungen von Integralen verwendet.



