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1 Rechenbeispiele (30 Punkte)

(6 Punkte pro Frage)

a) Berechnen Sie

∂i

(

xi

xjxj

)

für einen 3-dimensionalen Vektor x = xiei in einer orthonormalen Basis.

b) Berechnen Sie die dualen Basisvektoren f1 und f2 zur Basis f1 = e1 + 2e2 und

f2 = −2e1 + e2. {e1, e2} ist eine orthonormale Basis.

c) Schreiben Sie mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols die Determinante det(A) für

die Matrix

A =
(

ei ej ek
)

wobei

e1 =





1

0

0



 , e2 =





0

1

0



 und e3 =





0

0

1



 .

d) Berechnen Sie gijgij. (g = (gij) und g∗ = (gij) sind die metrischen Tensoren

eines Koordinatensystems in d Dimensionen.)

e) Ea und Eb seien die Projektoren auf die Vektoren a = e1 + e2 und b = e1 −
e2. Berechnen Sie EbE

2

ax für x = e1 + 3e2. {e1, e2} ist die zwei-dimensionale

orthonormale Basis.

BITTE WENDEN



2 Tensoren (38 Punkte)

Die Komponenten eines kontravarianten Tensors zweiter Stufe A bezüglich einer

orthonormalen Basis {e1, e2} lauten

(

a11 a12

a21 a22

)

=

(

0
√
2√

2 1

)

.

a) Berechnen Sie die Eigenwerte λ1 und λ2 (λ2 > λ1) der Matrix (aij).

b) Berechnen Sie die normierten Eigenvektoren e′
1
und e′

2
des Tensors A (d.h.

Ae′
1
= λ1e

′

1
und Ae′

2
= λ2e

′

2
).

c) Wie lauten die Komponenten a′ij des Tensors A bezüglich der Eigenbasis

{e′
1
, e′

2
}?

d) Berechnen Sie die Komponenten bij des Tensors B = An bezüglich der Basis

{e1, e2}.
e) Finden Sie die Lösung der Differentialgleichung

d

dt
x = Ax

mit der Anfangsbedingung x(t = 0) = e1.

3 Lokale Transformation (32 Punkte)

In der Basis {e1, e2, e3} eines kartesischen Koordinatensystems ist eine infinitesi-

male Änderung eines Vektors x = xiei durch dx = dxiei gegeben.

a) Die infinitesimale Änderung dx wird mit den Kugelkoordinaten (x′1, x′2, x′3) =

(r, θ, φ) dargestellt, d.h. dx = dx′ie′i. Berechnen Sie die Transformationsmatrix S =

(sj i) der Basisvektoren, wobei e′i = sj iej. Die Transformation zwischen den kar-

tesischen Koordinaten (x1, x2, x3) und den Kugelkoordinaten ist durch (x1, x2, x3)

= (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ) definiert. (r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π)

b) Berechnen Sie den metrischen Tensor g′ = (g′ij) der Kugelkoordinaten und

zeigen Sie, dass |det(S)| =
√

det(g′) = r2 sin θ.

c) Das Volumenelement dV des Kugelkoordinatensystems ist als das Volumen des

von den 3 Vektoren dx′1e′
1
, dx′2e′

2
, dx′3e′

3
aufgespannten Parallelepipedes definiert.

Berechnen Sie dV und zeigen Sie, dass dV = r2 sin θdrdθdφ.

d) Zeigen Sie, dass für ein ortsabhängiges Vektorfeld w = w′i(x)e′i gilt ∇ · w =

G−1∂′

i(Gw′i) wobei G =
√

det(g′). (Hinweis: ∇ · (G−1e′i) = 0)

e) Berechnen Sie für das Vektorfeld w = r2 cos2 φe′
1
+ r2 sin2 φe′

3
und die Kugel

V = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 < 4} das Volumenintegral

ˆ

V

(∇ ·w)dV .


