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3. Tutorium für 25.10.2019

3.1 Levi-Civita Symbol

Das Levi-Civita Symbol:

εijk... =







+1 falls (i, j, k, · · ·) eine gerade Permutation von (1, 2, 3, · · ·) ist,
−1 falls (i, j, k, · · ·) eine ungerade Permutation von (1, 2, 3, · · ·) ist,
0 sonst.

a) Gegeben seien 3 Vektoren a =





1
−1
1



, b =





0
2
1



 und c =





−2
1
−1



 in

einem kartesischen Koordinatensystem. Berechne εijkaibjck.
b) Berechne εijkaiaj für einen beliebigen Vektor a.
c) Gegeben sei eine 3×3-Matrix A = (aij). Schreibe mit Hilfe des Levi-Civita-
Symbols die Determinante detA in Indexschreibweise.

3.2 Orthogonalprojektion

a) Gegeben sei ein Vektor f1 =





1
1
1



 in einem kartesischen Koordinatensy-

stem. Schreibe den zugehörigen Projektor E1 als eine 3× 3 Matrix an.
b) Berechne (E1)

3.
c) Verwende das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren, um die Vek-
toren {f1, f2, f3} zu orthogonalisieren. Die zwei weiteren Vektoren sind durch

f2 =





1
0
2



 und f3 =





0
−2
1



 definiert. Im Gram-Schmidtschen Orthogonali-

sierungsverfahren werden die orthogonalen Vektoren durch ei = fi −
∑

j<iE
′

jfi
berechnet, wobei E′

j der Projektor auf den Vektor ej (j = 1, 2, 3) ist.
d) Berechne die Transformationsmatrix R, wobei

(

f1 f2 f3
)

=
(

e1 e2 e3
)

R ,

und zeige, dass die Matrix R eine obere Dreiecksmatrix ist.

1



3.3 Spektraltheorem

Betrachte die Differentialgleichung d
dt
x = Ax. In einer zweidimensionalen kar-

tesischen Basis {e1, e2} werden der Vektor x und der lineare Operator A mit
x = xiei und A = |ei〉〈ei|A|ej〉〈ej| = aij|ei〉〈ej| (aij = 〈ei|A|ej〉) dargestellt.
a) Berechne die Eigenwerte λ1, λ2 (λ1 > λ2) und die normierten Eigenvektoren
e′
1
, e′

2
des Operators A, dessen Matrixdarstellung ist durch

(aij) =

(

1
√
3√

3 −1

)

gegeben. Überprüfe die Orthogonalität der Eigenvektoren.
b) Schreibe die Transformationsmatrix S an, wobei

(

e′
1

e′
2

)

=
(

e1 e2
)

S

und berechne die Matrixelemente a′ij des OperatorsA in der Eigenbasis {e′
1
, e′

2
}

(d.h. A = a′ij|e′i〉〈e′j|).
c) Schreibe die Differentialgleichung für den Koordinaten x′

1
, x′

2
an (d.h. die

Gleichung d
dt
x = Ax soll in der Eigenbasis {e′

1
, e′

2
} dargestellt werden) und

finde die Lösung x′

1
(t), x′

2
(t) mit den Anfangsbedingungen, x′

1
(t = 0) = 0 und

x′

2
(t = 0) = 1.

d) Berechne x1(t) und x2(t) in der kartesischen Basis und überprüfe, dass gilt

x(t) = eAtx(t = 0) .

Ankreuzbar: 1a-c, 2ab, 2c, 2d, 3ab, 3cd
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