Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2018W

4. Tutorium - Ldsungen 16.11.2018

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Levi-Civita Symbol (II)

a) i) Wenn ¢ = j: g;660m = 0. 6:16jm — Jim0ji = 0;10im — Jim0; (ohne Summe tiber ¢)
Wenn [ = m =1, 6;;0;n — 0imd;y = 1 — 1 = 0 und sonst, §;;0;m — 9imdy =0—0=0
ii) Wenn ¢ # j: In der Summe iiber k tragt €;jx€xim nur 1 Term (k # ¢ und k # j) bei.
ii—a) Wenn [ =7 und m Zj (Z.B. i=1= 1, j =m = 2, k= 3): €ijkEkim = €ijk€kij = Eijk€ijk = 1
5il5jm — 5im5jl = 51‘7;61']‘ — 51‘3'53‘1' =1 (OhIlC Einsteinsche Summcnkonvcntion)
ii—b) Wenn [ :j und m =1 (Z.B. i1=m= 1, ] =1l= 2, k= 3): EijkE€klm = €ijk€kji — —EijkCijk = -1
0i10jm — Oimdj1 = 04505, — 0;:0;; = —1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)
ii-c) Sonst (I = m und/oder | = k und/oder m = k): €;x€xim = 0 und §;10;m — dimdji =0
Alternative Losung:
Mit einer orthonormalen Basis {e1, €2, €3}, €ijxer = €; X €; und €,pme, = €p X €y,
Eijk = (5ijk/ek/) e = (ei X ej) e = det( e, €; €
Auf die gleiche Weise €,,4,, = det ( e, € e, )
Basistransformation ( e; e; e; )= (e, e ey )| 6u 0y Oum
5mi 6mj 5mk
ani 5nj 5nk
— EijkEntm zdet( e € e )det( e, € €, ) = det Opi 5@j Ok [det( e, € €, )]
5mi 5mj 5mk
= 6ni(66j5mk - 5mj6€k) + 5nj (6£k5mi - 5mk5€i) + 5nk‘(5€i5mj - 6mi6€j)
— €ijkEkem = Oki(0¢j0mik — OmjOrk) + Okj(OekOmi — Omrdei) + Ok (60i0mj — Omibe;)
= 00j0mi — Omj0ei + 00;0mi — Om;0ei + 3(80ibmj — Omide;) = 0¢idmj — Omide;
Bemerkung : Fiir die Matrizen A und B
det(AB) = €ijkalgbgia2mbmja3nbnk = A1¢02m03n, (Eijkblibmjbnk) = 1002 03nEemndetB = detAdetB
b)
2
(d’ g) + ‘Ei X 5‘2 = (6 g) (E[ g) + (C_i X g) . (& X g) = aibiajbj + sijkajbksilmalbm

= aibiajbj—f—(éjlékm — 5jm5kl) ajbkalbm: aibiajbj+ajajbkbk—ajbkakbj = ajajbkbk = ((3: . 5:) (5 g) = |5|2‘g|2

2

=(enem)?=1



4.2 Metrischer Tensor

1 1 0
a)det(ﬁ 5 fg):det (e1 ey e3) 1 1 1
-1 0 -1
1 1 0
= det ( e, ey e3 )det 1 1 1 = —1 (linear unabhingig)
-1 0 -1

=1

b) f; - f{ = 3 — nicht normiert

f; - f5 = 2 — nicht orthogonal

duale Basis: Da f! ist orthogonal zu f, und f3, f' = cifo xfs=¢; ( -1 1 1),
Normierung f' - fi =1 — ¢; =1/(f; - (fo x f3)) = —1und f* = (1 -1 -1).

Auf die gleiche Weise, f2 =cofs xfi=(0 1 1 )undf3=c3fy xfo=( -1 1 0)
Hinweis: f1 . (fg X fg) = f2 . (f3 X fl) = f3 . (fl X fg) = E,‘jkfilijfkg — C] = Cy = C3 = -1
Mit V = f; - (f2 x f3) sind die dualen Basisvektoren f' = V=g, f; x fi.

C) .Z‘/i — fl X = f*ijej X = f*ijxj

1 -1 -1
= W)=0U")=( 0 1 1
-1 1 0
2! n
Alternative Losung: x = (e ey e3 )| 22 | =(fi fo f3 )| a7
23 /3
x't . x?t 1 -1 0\ " .
— 1'/2 :( f1 f2 f3 )_ ( €] €y e3 ) 1’2 = 1 1 1 ( e ey e3 >_ ( e ey e3 )
x’3 x> -1 0 1
1 -1 0\ '/ at £l z!
= 1 1 1 x? = f2 x?
-1 0 1 z3 f3 a3
1 -1 -1
— T = 0 1 1
-1 1 0
_ 11 0
d)ai=fi-x=fliej x=flio; > T =t7)=(f/)=( 1 1 1 |=T"
-1 0 -1
z, 2 2/ 2 21 21 "
e) | o4 | =(T)T| 22 | und 2| = x = 22 | =T 22 | =T 27
xh T3 '3 a3 23 x’3 x'3
| z, 7 2! /1
Dagilt ' = x; im orthonormalen System, oy | =(THT| 22 | =(THT | 22 | =(T)TT* x'?
xh T3 x3 a3
1 1 -1 1 1 0 3 2 2
- Q= (T*T)T* 11 0 11 1 |=[22:1
0 1 -1 -1 0 -1 2 1 2
, 1 1 0 \" , 1 1 0
gl = (fz f]) = ( f1 fg f3 ) ( f1 fg f3 ) = 1 1 1 ( e ey e3 ) ( e e es3 ) 1 1 1
-1 0 -1 -1 0 -1
1 1 0\ /1 1 0
11 1 1 1 1 |=q
-1 0 -1 -1 0 -1

Alternative Losung : x = 2/'f; — 2} =, - x = 2/f; - f; = ¢;; = - f; = ggj

£) V =|(f1 x f) - f5] = |det(T*)|

g = (T*)TT* — det(g’) = det((T*)T)det(T*) = [det(T*)]? = V2 — V = /det(g)
Alternative Losung : \/det(g') =12 +4+4-8-8-3=1und V =|(f; x fo) - f3| = 1.




4.3 Differentialoperatoren

a) (Oixpzr) + Ok(xixk) = Trdik + SinTr + dinr + :0kk = 3 + x; + x; + 3z, = 6x;

b) \/TrTr = Vx121 + TaZo + -+ - £ JT1T1 + /ToTa + - - -

— (91‘1/33‘161']C = ﬁ@(mkxk) 75 (8“/xk)\/xk + ,/xk(ai,/a:k)

0i(xi\/Trr) = (03)\ /T + (0 /ThTk) = Oiin/ThTk + xiﬁ@(azkxk)

_ 1

=3 /TxTk + T; N 4|x|

c) (rot(p X x)); = €ij10; (P X X)r = €405 (Dr€r X Tmem)k = €ijk0;(PeTmEtmnen)k = Eijk0jEtmkPeTm

= €ijkEemk  OjmPe = (0ie0j;5 — 0ij050)pe = (30i¢ — die)pe = 200pe = 2p; — 1OL(P X X) = 2p
——

6il6jm _éim, 5]'2

4.4 Lokale Transformation

a) dx = da'e; = (3272")da"le; = dze. — € = (z27a")e;

parabolische Zylinderkoordinaten : z'! = u, 2/ = v
Transformation zwischen kartesischen Koordinaten und elliptischen Koordinaten

2! = coshucosv und 2 = sinh usin v.

e = (ﬁ?,lxi)ei = sinhucosve; + coshusinv ey
e) = (32z2")e; = —coshusinve; + sinhucosvey
sinhucosv —coshusinv ; .
/ / — : i a9 i
e, e =(e e . . =(e ez )Smits"; = -
( L= ) (er e2) ( coshusinv  sinhwcosv ) (er e) J o Ozl

Anmerkung : Im Skriptum (Sec.2.13) sind die Basisvektoren als Einheitsvektoren definiert (d.h. x = Y, dz'h,&]
mit h; = |ej| und &, = e}/|e}|].) Aber in diesem Beispiel sind die Basisvektoren als allgemeine nicht-
orthogonale Vektoren behandelt (wie in, z.B. Sec.2.7 im Skriptum).

b) by =b - €| = zsinhwucosv + y coshusinv = sinh u cosh u cos? v 4 cosh u sinh u sin? v = sinh u cosh u

by, =b-e), = —xcoshusinv + ysinhucosv = — cosh? usin v cos v + sinh? usin v cos v = —sinw cos v
Alternative Losung :

b = b'e; = b''e} (mit b' =z und b? = y)

b/l B bl b/ b/l B bl
(i )= () = () = (i ) o5 ()
€] /

metrischer Tensor g’ = of ( e, € ) =878
2

b\ | arTea-i bt T bt _ sinhucosv  coshusinwv bt [ coshusinhu
- ( bl ) =S'SS 2 ) S > )~ \ —coshusinv sinhwucosv 2 )~ \ —sinwvcosv
¢) b-dx = bje" - dr'le; = bdx" 6} = bidx" = sinhu cosh udu — sin v cos vdv

Job-dx= [ _ sinhucoshudu — fow/2 sinvcosvdv = —1 Oﬂ/2 sin 2vdv = —1



