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4. Tutorium - Lösungen 16.11.2018

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Levi-Civita Symbol (II)

a) i) Wenn i = j: εijkεklm = 0. δilδjm − δimδjl = δilδim − δimδil (ohne Summe über i)
Wenn l = m = i, δilδim − δimδil = 1− 1 = 0 und sonst, δilδim − δimδil = 0− 0 = 0

ii) Wenn i 6= j: In der Summe über k trägt εijkεklm nur 1 Term (k 6= i und k 6= j) bei.
ii-a) Wenn l = i und m = j (z.B. i = l = 1, j = m = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkij = εijkεijk = 1
δilδjm − δimδjl = δiiδjj − δijδji = 1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-b) Wenn l = j und m = i (z.B. i = m = 1, j = l = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkji = −εijkεijk = −1
δilδjm − δimδjl = δijδji − δiiδjj = −1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-c) Sonst (l = m und/oder l = k und/oder m = k): εijkεklm = 0 und δilδjm − δimδjl = 0
Alternative Lösung:
Mit einer orthonormalen Basis {e1, e2, e3}, εijkek = ei × ej und εnℓmen = eℓ × em
εijk = (εijk′ek′) · ek = (ei × ej) · ek = det

(
ei ej ek

)

Auf die gleiche Weise εnℓm = det
(
en eℓ em

)

Basistransformation
(
ei ej ek

)
=

(
en eℓ em

)





δni δnj δnk
δℓi δℓj δℓk
δmi δmj δmk





→ εijkεnℓm = det
(
ei ej ek

)
det

(
en eℓ em

)
= det





δni δnj δnk
δℓi δℓj δℓk
δmi δmj δmk




[
det

(
en eℓ em

)]2

︸ ︷︷ ︸

=(εnℓm)2=1

= δni(δℓjδmk − δmjδℓk) + δnj(δℓkδmi − δmkδℓi) + δnk(δℓiδmj − δmiδℓj)
→ εijkεkℓm = δki(δℓjδmk − δmjδℓk) + δkj(δℓkδmi − δmkδℓi) + δkk(δℓiδmj − δmiδℓj)
= δℓjδmi − δmjδℓi + δℓjδmi − δmjδℓi + 3(δℓiδmj − δmiδℓj) = δℓiδmj − δmiδℓj
Bemerkung : Für die Matrizen A und B

det(AB) = εijka1ℓbℓia2mbmja3nbnk = a1ℓa2ma3n(εijkbℓibmjbnk) = a1ℓa2ma3nεℓmndetB = detAdetB
b)
(

~a ·~b
)2

+ |~a×~b|2 =
(

~a ·~b
)(

~a ·~b
)

+
(

~a×~b
)

·
(

~a×~b
)

= aibiajbj + εijkajbkεilmalbm

= aibiajbj+(δjlδkm − δjmδkl) ajbkalbm= aibiajbj+ajajbkbk−ajbkakbj = ajajbkbk = (~a · ~a)
(

~b ·~b
)

= |~a|2|~b|2.
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4.2 Metrischer Tensor

a) det
(
f1 f2 f3

)
= det




(
e1 e2 e3

)





1 1 0
1 1 1
−1 0 −1









= det
(
e1 e2 e3

)

︸ ︷︷ ︸

=1

det





1 1 0
1 1 1
−1 0 −1



 = −1 (linear unabhängig)

b) f1 · f1 = 3 → nicht normiert
f1 · f2 = 2 → nicht orthogonal
duale Basis: Da f1 ist orthogonal zu f2 und f3, f

1 = c1f2 × f3 = c1
(
−1 1 1

)
.

Normierung f1 · f1 = 1 → c1 = 1/(f1 · (f2 × f3)) = −1 und f1 =
(
1 −1 −1

)
.

Auf die gleiche Weise, f2 = c2f3 × f1 =
(
0 1 1

)
und f3 = c3f1 × f2 =

(
−1 1 0

)

Hinweis: f1 · (f2 × f3) = f2 · (f3 × f1) = f3 · (f1 × f2) = εijkf
i
1f

j
2f

k
3 → c1 = c2 = c3 = −1

Mit V = f1 · (f2 × f3) sind die dualen Basisvektoren f i = V −1εijkfj × fk.
c) x′i = f i · x = f∗i

je
j · x = f∗i

jx
j

→ (tij) = (f∗i
j) =





1 −1 −1
0 1 1
−1 1 0





Alternative Lösung: x =
(
e1 e2 e3

)





x1

x2

x3



 =
(
f1 f2 f3

)





x′1

x′2

x′3





→





x′1

x′2

x′3



 =
(
f1 f2 f3

)−1 (
e1 e2 e3

)





x1

x2

x3



 =





1 −1 0
1 1 1
−1 0 1





−1

(
e1 e2 e3

)−1 (
e1 e2 e3

)





x1

x2

x3





=





1 −1 0
1 1 1
−1 0 1





−1 



x1

x2

x3



 =





f1

f2

f3









x1

x2

x3





→ T =





1 −1 −1
0 1 1
−1 1 0





d) x′
i = fi · x = f j

iej · x = f j
ixj → T∗ = (t∗ji ) = (f j

i) =





1 1 0
1 1 1
−1 0 −1



 = T−1

e)





x′
1

x′
2

x′
3



 = (T∗)T





x1

x2

x3



 und





x′1

x′2

x′3



 = T





x1

x2

x3



 →





x1

x2

x3



 = T−1





x′1

x′2

x′3



 = T∗





x′1

x′2

x′3





Da gilt xi = xi im orthonormalen System,





x′
1

x′
2

x′
3



 = (T∗)T





x1

x2

x3



 = (T∗)T





x1

x2

x3



 = (T∗)TT∗





x′1

x′2

x′3





→ Q = (T∗T )T∗ =





1 1 −1
1 1 0
0 1 −1









1 1 0
1 1 1
−1 0 −1



 =





3 2 2
2 2 1
2 1 2





g′ = (fi·fj) =
(
f1 f2 f3

)T (
f1 f2 f3

)
=





1 1 0
1 1 1
−1 0 −1





T

(
e1 e2 e3

)T (
e1 e2 e3

)





1 1 0
1 1 1
−1 0 −1



 =





1 1 0
1 1 1
−1 0 −1





T 



1 1 0
1 1 1
−1 0 −1



 = Q

Alternative Lösung : x = x′ifi → x′
i = fi · x = x′jfi · fj → qij = fi · fj = g′ij

f) V = |(f1 × f2) · f3| = |det(T∗)|
g′ = (T∗)TT∗ → det(g′) = det((T∗)T )det(T∗) = [det(T∗)]2 = V 2 → V =

√

det(g′)

Alternative Lösung :
√

det(g′) =
√
12 + 4 + 4− 8− 8− 3 = 1 und V = |(f1 × f2) · f3| = 1.
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4.3 Differentialoperatoren

a) (∂ixkxk) + ∂k(xixk) = xkδik + δikxk + δikxk + xiδkk = xi + xi + xi + 3xi = 6xi

b)
√
xkxk =

√
x1x1 + x2x2 + · · · 6= √

x1x1 +
√
x2x2 + · · ·

→ ∂i
√
xkxk = 1

2
√
xjxj

∂i(xkxk) 6= (∂i
√
xk)

√
xk +

√
xk(∂i

√
xk)

∂i(xi
√
xkxk) = (∂ixi)

√
xkxk + xi(∂i

√
xkxk) = δii

√
xkxk + xi

1
2
√
xjxj

∂i(xkxk)

= 3
√
xkxk + xi

1√
xjxj

xi = 4|x|
c) (rot(p× x))i = εijk∂j(p× x)k = εijk∂j(pℓeℓ × xmem)k = εijk∂j(pℓxmεℓmnen)k = εijk∂jεℓmkpℓxm

= εijkεℓmk
︸ ︷︷ ︸

δiℓδjm−δimδjℓ

δjmpℓ = (δiℓδjj − δijδjℓ)pℓ = (3δiℓ − δiℓ)pℓ = 2δiℓpℓ = 2pi → rot(p× x) = 2p

4.4 Lokale Transformation

a ) dx = dxiei = ( ∂
∂x′j x

i)dx′jei ≡ dx′je′j . → e′j = ( ∂
∂x′j x

i)ei
parabolische Zylinderkoordinaten : x′1 = u, x′2 = v
Transformation zwischen kartesischen Koordinaten und elliptischen Koordinaten
x1 = coshu cos v und x2 = sinhu sin v.
e′1 = ( ∂

∂x′1x
i)ei = sinhu cos v e1 + coshu sin v e2

e′2 = ( ∂
∂x′2x

i)ei = − coshu sin v e1 + sinhu cos v e2
(
e′1 e′2

)
=

(
e1 e2

)
(

sinhu cos v − coshu sin v
coshu sin v sinhu cos v

)

≡
(
e1 e2

)
S mit sij =

∂
∂x′j x

i

Anmerkung : Im Skriptum (Sec.2.13) sind die Basisvektoren als Einheitsvektoren definiert (d.h. x =
∑

i dx
ihiê

′
i

mit hi = |e′i| und ê′i = e′i/|e′i|.) Aber in diesem Beispiel sind die Basisvektoren als allgemeine nicht-
orthogonale Vektoren behandelt (wie in, z.B. Sec.2.7 im Skriptum).
b) b′1 = b · e′1 = x sinhu cos v + y coshu sin v = sinhu coshu cos2 v + coshu sinhu sin2 v = sinhu coshu
b′2 = b · e′2 = −x coshu sin v + y sinhu cos v = − cosh2 u sin v cos v + sinh2 u sin v cos v = − sin v cos v
Alternative Lösung :
b = biei = b′ie′i (mit b1 = x und b2 = y)
(

b′1

b′2

)

= S−1

(
b1

b2

)

→
(

b′1
b′2

)

= g′

(
b′1

b′2

)

= g′S−1

(
b1

b2

)

metrischer Tensor g′ =

(
e′1
e′2

)
(
e′1 e′2

)
= STS

→
(

b′1
b′2

)

= STSS−1

(
b1

b2

)

= ST

(
b1

b2

)

=

(
sinhu cos v coshu sin v
− coshu sin v sinhu cos v

)(
b1

b2

)

=

(
coshu sinhu
− sin v cos v

)

c) b · dx = b′ie
′i · dx′je′j = b′idx

′jδij = b′idx
′i = sinhu coshudu− sin v cos vdv

∫

C
b · dx =

∫

u=1
sinhu coshudu−

∫ π/2

0
sin v cos vdv = − 1

2

∫ π/2

0
sin 2vdv = − 1

2
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