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5. Tutorium fiir 22.11.2019

5.1 Differentialoperatoren (II)

Eine infinitesimale Anderung eines 3-dimensionalen Vektors sei mit dx = dz'f;
in der Basis {f, f,, f3} dargestellt. Die Basisvektoren seien ortsabhéngig, nicht-
orthogonal und nicht-normiert.

a) Berechne V x (Vax?).

b) Zeige Va' = f'.

c) Berechne V - (1f;) wobei V = /det(g) und g der metrische Tensor des
Koordinatensystems ist.

(Hinweis : €;;1f; < £; x f und V(ax b) = (V xa)-b—a-(Vxb))

d) Zeige, dass fiir ein ortsabhiingiges Vektorfeld v = v*(x)f; gilt

V.v= %8,;(‘/01')

5.2 Lokale Transformation (II)

a) Berechne, fiir die Kugelkoordinaten (2!, 22 2®) = (r,0,¢), die Transfor-
mationsmatrix (Jacob-Matrix) S fiir eine lokale Transformation dz'e; = dx'’€,
zwischen den kartesischen Basisvektoren e; und den Basisvektoren €] der Ku-
gelkoordinaten, wobei

(e e ef)=(e e e3)8S.

Die Transformation zwischen den kartesischen Koordinaten (z',z?% x®) und
den Kugelkoordinaten ist durch (z!, 22, 23) = (rsin 6 cos ¢, r sin 0 sin ¢, r cos 0)
definiert.

b) Zeige, dass

5, = L (40, + 0, +20.), Oy = a0y — yd,.

/$2+y2+22

¢) Berechne die metrischen Tensoren g’ = (g;;) und g* = (¢’”) der Kugelko-
ordinaten.

d) Berechne fiir das Vektorfeld w = sin ¢e’? + sin fe’® und die Oberfliche der
Halbkugel F' = {(z,y, 2)[z* + y* + 22 = 9, z > 0} das Oberflichenintegral

/F(wa)-dF.



5.3 Tensoren

Die Komponenten eines kontravarianten Tensors zweiter Stufe A beziiglich der
kartesischen Basis {ej, e, e3} lauten

-3 2 =2
(@)= -2 2 -1
2 -2 1

a) Wie lauten die Komponenten a;; beziiglich der dualen Basis zur kartesischen
Basis?

b) Wie lauten die Komponenten a’* des Tensors A beziiglich der nicht-orthogonalen
Basis {fi, fs, f3} wobei die Basisvektoren durch

1
(61 €9 83):(f1 fg fg) 0
—1

N = O
O = =

definiert sind?

c¢) Berechne die Basisvektoren f* im dualen Raum.

d) Berechne die Elemente der metrischen Tensoren, g;; und ¢'V fiir die nicht-
orthogonalen Basis.

e) Berechne die Komponenten a;; des kovarianten Tensors und a’; in der ge-
mischten Darstellung.

f) Zeige, dass gilt a’”a; = a”ay;.

Ankreuzbar: la-d, 2ab, 2cd, 3ab, 3cd, 3ef



