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5. Tutorium - Lösungen 22.11.2019

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

5.1 Differentialoperatoren (II)

a) ∇× (∇xi) → εjkl
︸︷︷︸

asymmetrisch

∂k∂l
︸︷︷︸

symmetrisch

xi = 0

b) ∇xi = f j∂jx
i = f jδj

i = f i

c) V = f1 · (f2 × f3) =
√

det(g) → f1 = 1

V f2 × f3 und f1 = V f2 × f3 (siehe Bsp.4.2)

∇ · ( 1

V f1) = ∇ · (f2 × f3) = (∇× f2
︸︷︷︸

=∇x2 (Bsp.b)

) · f3 − f2 · (∇× f3
︸︷︷︸

=∇x3

) = ( ∇×∇x2
︸ ︷︷ ︸

=0 (Bsp.a)

) · f3 − f2 · (∇×∇x3
︸ ︷︷ ︸

=0

) = 0

Auf die gleiche Weise ∇ · (V −1f2) = 0 und ∇ · (V −1f3) = 0
Beweis des Hinweises
Da die Identität ∇·(a×b) = (∇×a) ·b−a ·(∇×b) unabhängig von der Basis ist, wird sie in der kartesischen
Basis {e1, e2, e3} (d.h. a = aiei und b = biei) bewiesen.
∇ · (a×b) = ∇ · (aiei × bjej) = ∇ · (aibjei × ej) = ∇ · (aibjεijke

k) = eℓ∂
ℓ · (aibjεijke

k) = εijkeℓ · e
k∂ℓ(aibj)

= εijkδ
k
ℓ ∂

ℓ(aibj) = εijk((∂
kai)bj + ai(∂kbj)) = (∇× a)jb

j − ai(∇× b)i = (∇× a) · b− a · (∇× b)
d) v = vifi

∇ ·v = f j · ∂j
(
vifi

)
= f j · ∂j

(
V vi 1

V fi
)
= f j · ∂j

(
V vi

)
1

V fi + V vi f j · ∂j

(
1

V
fi

)

︸ ︷︷ ︸

=0(Bsp.c)

= 1

V ∂j
(
V vi

)
δji =

1

V ∂i
(
V vi

)

Anmerkung : Laplace-Operator
∇ · (∇ψ(x)) = ∇ · (fi∂

iψ(x)) = 1

V ∂i(V ∂
iψ(x)) = 1

V ∂i(V g
ij∂jψ(x))

5.2 Lokale Transformation (II)

a) e′j = sijei =
∂

∂x′j x
iei (siehe Bsp.4.4), S = ( ∂

∂x′j x
i) =





sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0





b) ∂′i =
∂

∂x′i = ∂xj

∂x′i
∂

∂xj = sji∂j
→ ∂r = sin θ cosφ∂x + sin θ sinφ∂y + cos θ∂z = (x2 + y2 + z2)−1/2(x∂x + y∂y + z∂z)
∂φ = −r sin θ sinφ∂x + r sin θ cosφ∂y = x∂y − y∂x
Anmerkung :
In der Quantenmechanik, ist der Impulsoperator durch pj = −i∂j definiert (i : die imaginäre Einheit).
→ −i∂r = r−1r · p = pr und −i∂φ = xpy − ypx = Lz

c) g′ij = e′i · e
′
j

→ g′ =





e′T
1

e′T
2

e′T
3




(
e′
1

e′
2

e′
3

)
= ST

(
e1 e2 e3

)T (
e1 e2 e3

)
S = STS =





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ





g∗′ = g′−1 =





1 0 0
0 1/r2 0
0 0 1/(r2 sin2 θ)





Anmerkung : Da die metrischen Tensoren diagonal sind, sind die Kugelkoordinaten orthogonale (aber nicht-
normierte) Koordinaten.
d) Oberfläche F = {(r, θ, φ)|r = 3, 0 ≤ θ < π/2, 0 ≤ φ < 2π} → Tangentialebene der Fläche F : αe′

2
+ βe′

3

→ Das Flächenelement dF = dx′2e′
2
× dx′3e′

3

∣
∣
r=3

= V |r=3
e′1dx′2dx′3 mit V =

√

det(g) = r2 sin θ

1



→ dF = 9 sin θe′1dx′2dx′3

Vektorfeld : w = w′
ie

′i = sinφe′2 + sin θe′3

∇×w = e′j∂′j × w′
ie

′i = (∂′jw
′
i)e

′j × e′i + w′
i e′j∂′j × e′i

︸ ︷︷ ︸

=∇×e
′i=0 Bsp.5.1ab

= (∂′jw
′
i)ε

jik 1

V e′k = (∂′jw
′
i)ε

jik 1

r2 sin θe
′

k

∫

F
∇×w · dF =

∫
2π

0

∫ π/2

0
(∂′jw

′
i)r=3ε

jik 1

9 sin θe
′

k · 9 sin θe′1dx′2dx′3 =
∫
2π

0

∫ π/2

0
(∂′jw

′i)r=3ε
ji1dx′2dx′3

=
∫
2π

0

∫ π/2

0
(∂′

2
w′3)r=3dx

′2dx′3 −
∫
2π

0

∫ π/2

0
(∂′

3
w′2)r=3dx

′2dx′3

=
∫
2π

0

∫ π/2

0
cos θdθdφ−

∫
2π

0

∫ π/2

0
cos(φ)dθdφ = 2π

Alternative Lösung : Satz von Stokes
∫

F
∇×w ·dF =

∫

C
wds mit C = {(x, y, z)|r = 3, θ = π/2, 0 ≤ φ < 2π}

ds = dx′ie′i →
∫

C
w · ds =

∫
2π

0
(sin(φ)e′2 + sin θe′3)C · e′

3
dφ =

∫
2π

0
sin θ|θ=π/2 dφ = 2π

5.3 Tensoren

a) Für orthonormale Basen gij = δij → A = aij |ei〉〈ej | = aijgikgℓj |e
k〉〈eℓ| ≡ akℓ|e

k〉〈eℓ|

→ akℓ = aijgikgℓj = akℓ → (akℓ) =





−3 2 −2
−2 2 −1
2 −2 1





b) ej = fit
i
j

A = aij |ei〉〈ej | = aijtkit
ℓ
j |fk〉〈fℓ| ≡ a′kℓ|fk〉〈fℓ|

→ (a′kℓ) = T(aij)TT =





1 0 1
0 1 1
−1 2 0









−3 2 −2
−2 2 −1
2 −2 1









1 0 −1
0 1 2
1 1 0



 =





−2 −1 1
0 0 0
−1 2 5





c)





f1

f2

f3




(
f1 f2 f3

)
= I →





f1

f2

f3



 =
(
f1 f2 f3

)−1

(
e1 e2 e3

)
=

(
f1 f2 f3

)
T →





f1

f2

f3



 =
(
f1 f2 f3

)−1
= T

(
e1 e2 e3

)−1
= T





e1

e2

e3





f1 = e1 + e3, f2 = e2 + e3, f3 = −e1 + 2e2

d) V ∗ = f1 · (f2 × f3) = −1

f1 = V ∗−1(f2× f3) = 2e1+e2−e3, f2 = V ∗−1(f3× f1) = −2e1−e2+2e3, f3 = V ∗−1(f1× f2) = e1+e2−e3,

→ S = T−1 =





2 −2 1
1 −1 1
−1 2 −1





g′ij = fi · fj = skiek · sℓjeℓ = skis
ℓ
jδkℓ = skis

k
j = (STS)ij

=





2 1 −1
−2 −1 2
1 1 −1









2 −2 1
1 −1 1
−1 2 −1



 =





6 −7 4
−7 9 −5
4 −5 3





g′ij = f i · f j = tike
k · tjℓe

ℓ = tikt
j
ℓδ

kℓ = tikt
j
k = (TTT )ij

=





1 0 1
0 1 1
−1 2 0









1 0 −1
0 1 2
1 1 0



 =





2 1 −1
1 2 2
−1 2 5





Anmerkung : g′∗g′ = (TTT )(STS) = TTTST
︸ ︷︷ ︸

=1

S = TS = 1

e) A = a′ij |fi〉〈fj | = a′ijg′ℓj |fi〉〈f
ℓ| = a′iℓ|fi〉〈f

ℓ|

(a′iℓ) = (a′ij)g′T =





−2 −1 1
0 0 0
−1 2 5









6 −7 4
−7 9 −5
4 −5 3



 =





−1 0 0
0 0 0
0 0 1





A = a′ij |fi〉〈fj | = a′ijg′ikg
′

ℓj |f
k〉〈f ℓ| = a′iℓg

′

ik|f
k〉〈f ℓ| = a′kℓ|f

k〉〈f ℓ|

(a′kℓ) = g′T (a′iℓ) =





6 −7 4
−7 9 −5
4 −5 3









−1 0 0
0 0 0
0 0 1



 =





−6 0 4
7 0 −5
−4 0 3




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f) aijaji = Tr









−3 2 −2
−2 2 −1
2 −2 1









−3 2 −2
−2 2 −1
2 −2 1







 = Tr





1 2 2
0 2 1
0 −2 −1



 = 2

a′ija′ji = Tr









−2 −1 1
0 0 0
−1 2 5









−6 0 4
7 0 −5
−4 0 3







 = Tr





1 0 0
0 0 0
0 0 1



 = 2

Alternative Lösung :
a′ija′ji = Tr(T(aij)TTST (akℓ)S) = Tr(T(aijajℓ)S) = Tr(ST(aijajℓ)) = Tr((aijajℓ)) = aijaji
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