Mathem. Methoden der theor. Physik Wintersemester 2020

1. Tutorium

1 Indexschreibweise

a) Gegeben seien die Matrizen A = (a;;) = (1 2>v B = (by) = (_4 2> und

3 4
cz(cij)z((l) _11)

Berechne unter Beachtung der Einsteinschen Summenkonvention a;;b;y.

b) Berechne mit denselben Matrizen a;jcy;.

c) Berechne mit denselben Matrizen a;;by;cy;-

d) Schreibe in Indexschreibweise ABC (fiir allgemeine Matrizen A, B und C).

e) Schreibe in Indexschreibweise CTBT AT (fiir allgemeine Matrizen A, B und C).
)

a) Unter Beriicksichtigung der Einsteinschen Summenkonvention wissen wir:

n
aigbip = Y aiby
j=1

Wie berechnet man nun diese Summe? In Matrixschreibweise gedacht, ist das Ergebnis
der Summe fiir ein gewisses ¢ und k der Eintrag in der i-ten Zeile und k-ten Spalte der
resultierenden Matrix. Fiir die Berechnung dieses Eintrags hélt man nun in der ersten
Matrix die Zeile, in der zweiten die Spalte fest, und summiert jeweils die Produkte der
Elemente, bei denen der Spaltenindex der ersten Matrix und der Zeilenindex der zweiten
Matrix gleich sind. Um beispielsweise das Element 1,1 zu berechnen, summieren wir in
zwei Dimensionen die Terme aq; - by1 + a2 + boy. Dies entspricht genau dem jeweiligen
Element des Matrix-Matrix-Produktes der beiden Matrizen. Mit diesem Wissen kénnen
wir also schreiben:

= 1 2\ /-4 2 20
=S wma- [0 (3 2)] (Y
j=1 ik ik

b) Dieses Beispiel funktioniert analog zum ersten Beispiel. Allerdings muss man hier
beachten, dass in der zweiten Matrix anstelle der Spalte die Zeile festgehalten wird. In
Matrixschreibweise entspricht das einer Transposition der Matrix. Das heifit:

~ 1 2\ /1 0 3 -2
weu=Se==[G D 4)],=6 )
j=1 ik ik

¢) Mit denselben Uberlegungen wie in den ersten beiden Teilbeispielen gehen wir auch
hier vor. Dies fithrt uns aber zu einer neuen Situation: Bisher hatten wir zwei freie Indizes,
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weswegen unser Ergebnis eine Matrix war. Diesmal ist aber kein freier Index vorhanden,
das heifit, wenn wir alle Matrizenmultiplikationen durchgefiihrt haben, so wird - geméaf
der Einsteinschen Summenkonvention - immer noch iiber die Elemente mit gleichem Index
summiert, das heifft: die Spur gebildet. Somit gilt:

o ATRTY 1 3\ /-4 3 1 1 -
a;;brick; = (A"B*C)y; = tr {(2 4 5 _1 0 —1 =0

Hier bemerken wir bereits ein Muster: Verfiigt unser gesuchtes Objekt iiber zwei freie
Indizes, so ist das Ergebnis eine Matrix. Bei einem freien Index wire das Ergebnis ein
Vektor, und ohne freien Index ein Skalar.

d) Mit dem Wissen aus den bisherigen Beispielen féllt es uns nun nicht schwer, Matrix-
multiplikationen in Indexschreibweise anzuschreiben. Da unser Ergebnis eine Matrix sein
soll, bendtigen wir zwei freie Indizes. Je zwei Matrizen sollen auflerdem iiber denselben
(gebundenen) Index verfiigen, iiber den summiert wird. Es lisst sich also schreiben:

(ABC)il = aijbjkckl

e) Analog verfahren wir in diesem Beispiel. Die Transposition von Matrizen wird durch
das Vertauschen der Indizes bewirkt:

(C"BTA"); = (C)u(B" )i (A")ji = cubjraiy = aijbjicr

Die Rechnung fiihrt also auf das gleiche Ergebnis wie (ABC);;.
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2 Skalarprodukt

Gegeben seien die Funktionen (0 < z < L)
N N
L L . 2k
f(.ﬁE) = ;ak\/gezx\kx und g(x) — ; bk\/;ez)\kx mit )\k _ T

(x, L : reelle Zahlen, ay, by : komplexe Zahlen, ¢ : konjugiert komplexe Zahl zu c)
a) Zeige, dass die Basisfunktionen {(1/L)Y2e® (1/L)/2e¢?2 . (1/L)Y2e*~® } or-
thonormal sind, d.h.

L
E/ eMT AT o — 5.
0

(Das Kronecker-Delta : §xy = 1 wenn k& = ¢, und 0 wenn k # /).
b) Berechne das Skalarprodukt

(flg) = / F@)g(e) da

und zeige (f|g) = Ziv:la_kbk.

a) Zunichst wollen wir zeigen, dass die gegebenen Basiselemente eine Orthonormalbasis

bilden. Dazu betrachten wir das Integral

1 (L 1 (L 4 1 (L
_/ ep\kxez)\gm dr = _/ efz)qcxez)\gz dr = _/ el(/\l*/\k)f dr
L Jq L Jo L Jq

und treffen nun eine Fallunterscheidung:

.Fﬁ_l"k':£:>/\k:>\gi

1 [t 1 [ L
— A=)z 0 — — dr = = =1
L/O ¢ v L/O YT

.Furk;éfi/\k#/\g

1 [t 1 1 , L1 1 :
- i(Ae=Ap)z dr = = i(Ae=Ap)z|™ _ = 2i(l—k)m _ 0\ _ 0
L/O ¢ ST VI o Lilv — M) (¢ ")

Somit ist also gezeigt, dass die Basiselemente orthonormal sind. Ein kleiner Vorausblick:
Uberlegungen dieser Art sind beispielsweise fiir Fourier-Analyse von hochster Bedeutung!
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b) Das Wissen aus diesem Beispiel wollen wir nun auf das Skalarprodukt zweier Funktio-
nen anwenden. Fiir das konjugiert Komplexe des Produktes zweier komplexer Zahlen z;
und z gilt:

Somit lautet das Skalarprodukt:

o [ (Sl Teo) (S Toe)

Nun lédsst sich aber aufgrund der Linearitdt die Summe mit dem Integral vertauschen,
und beim Ausmultiplizieren bleiben nur die Terme mit k& = £ {ibrig, da aufgrund der oben
angestellten Uberlegungen alle Ausdriicke mit k # ¢ gleich 0 sind. Das heifit:
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Dies entspricht genau dem zu zeigenden Ergebnis aus der Angabe.
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3 Differentialgleichung in Matrix-Vektorform

a) Schreibe die gekoppelte lineare Differentialgleichung

Z—f:Zx—y %:—21’4—37;
in die Matrix-Vektorform dr/d¢t = Ar um, wobei A eine 2 x 2 Matrix ist und r = (z y)T.
b) Schreibe die Differentialgleichung aus a) in die Matrix-Vektorform dR/dt = BR um,
wobei B eine 2 x 2 Matrix ist und R = (X Y)T = (m —y 2z+ y)T.
c¢) Das Polynom y(r) = azx? + asx + a; erfiillt die Differentialgleichung zy”(x) + (1 —
)y (xz) + Ay(z) = 0 (A : Konstante). Schreibe die Gleichungen fiir die Koeffizienten
a= (a1 as Clg)T in die Matrix-Vektorform Ca = A\a mit der 3 x 3 Matrix C.

a) Das Ubersetzen des ersten Systems in die Matrix-Vektorform ist im Grunde eine Frage
des Ablesens von Koeffizienten. Unser System soll laut Angabe darstellbar sein als

(%) _ <A11 A12) <5U> _ (A11$—{—A12y)
% Az As) \y Ao + Agay

Wenn wir nun zeilenweise die Koeffizienten vergleichen, ergibt sich auf den ersten Blick

dr (2 —1r
dt  \—-2 3

b) Dieses Beispiel funktioniert vollkommen analog, allerdings miissen wir zuerst die alten
Koordinaten x,y in die neuen X, Y |iibersetzen“. Wir konnen schreiben:

)06 2)6)

Wir wollen nun = und y abhingig von X und Y darstellen. Dazu invertieren wir die
Koeffizientenmatrix:

L =11 0)az (3 01 1y =g (3 0] 1 1
2 1]01 2 1|01 01|-2

Hier sei darauf hingewiesen, dass man sich das Invertieren einer 2 x 2 Matrix M mit

W=

folgender Formel deutlich erleichtern kann:

M- 1 Mo  —Mi2
1 p—
det(M) (—mgl mi1 )

(i) B % (—)2(;42/ Y)

Es gilt somit:
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Mit diesem Wissen, und unter Beriicksichtigung der urspriinglichen Differentialgleichun-
gen kéonnen wir schreiben:

dR _ d (x—y> B (2x—y+2x—3y) B (4w—4y)
dt dt \2z +y 4o — 2y — 2x + 3y 2z 4y
B (%(X +Y)—3(-2X + Y)) B (4X>
(X +Y)+i(-2X+Y)) \Y
Nun konnen wir die Koeffizienten wieder einfach ablesen und es ergibt sich:
dR 4 0
dar (0 1) R

Wir sehen nun, dass wir durch diese Wahl der Linearkombination von x und y das Dif-

Lo~

ferentialgleichungssystem entkoppelt haben.

¢) Um Gleichungen fiir die Koeffizienten zu erhalten, miissen wir zuerst ¢’ und y” berech-
nen und in die Differentialgleichung einsetzen:

y(x) = azx® + asx + ay
y'(x) = 2a3z + ay
y"(x) = 2a3
= 2a3% + 2a37 — 2a37> + as — asx + Aazr® + Aasx + Aa; =0
= (Aaz — 2a3)7* + (4az — az + Aag)x + ag + Aa; =0

Nun kann diese Gleichung aber nur fiir alle z allgemein gelten, wenn die einzelnen Koef-
fizienten jeweils 0 sind. Das fiihrt zu folgenden Gleichungen:

—Q9 = /\CL1
a9 — 4(13 = )\&2

2&3 = )\0,3

Hieraus sind die Koeffizienten der Matrix in der gewiinschten Matrix-Vektorform aber
wiederum einfach ablesbar. Wir kénnen daher das System anschreiben als:

-1 0
—4la=)\a

0
0 1
0 0 2



