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1. Test - Lösungen 20.11.2020

a)[25] Da die Identität unabhängig von Basis ist, wird sie mit der Standardbasis {e1, e2, e3} bewiesen.
(ei · ej = δij und ei × ej = εijke

k)
(a · b)2 + |a× b|2 = (aiei · b

jej)(a
kek · bℓeℓ) + (aiei × bjej) · (a

kek × bℓeℓ)
= aibjδija

kbℓδkℓ + (εijmaibjem) · (εkℓna
kbℓen) = aibiakbk + εijmεkℓna

ibjakbℓδmn

= aibiakbk + εijmεkℓmaibjakbℓ = aibiakbk + (δikδjℓ − δiℓδjk)a
ibjakbℓ

= aibiakbk + aibjaibj − aibjajbi = aibjaibj = |a|2|b|2

b)[25]

Transformation der Basis: dx = dxiei = dx′j(∂′

jx
i)ei = dx′je′j → e′j = ∂′

jx
iei (∂′

jx
i = ∂xi

∂x′j )

S = (sij) = (∂′

jx
i) =





sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0





Metrische Tensoren :

g′ = STS (oder g′ij = e′i · e
′

j) → g′ =





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ



, g′∗ = g′−1 =





1 0 0
0 1/r2 0
0 0 1/(r2 sin2 θ)





c) [25]
(

f1 f2
)

=
(

e1 e2
)

(

1 2
1 1

)

≡
(

e1 e2
)

S

(

e1 e2
)

=
(

f1 f2
)

S−1 =
(

f1 f2
)

(

−1 2
1 −1

)

≡
(

f1 f2
)

T

A = aijei ⊗ ej = aijtkifk ⊗ tℓjfℓ = tkia
ijtℓjfk ⊗ fℓ ≡ a′kℓfk ⊗ fℓ

(a′ij) = T(aij)TT =

(

−1 2
1 −1

)(

3 −4
2 −3

)(

−1 1
2 −1

)

=

(

−5 3
−3 2

)

Lösung 1

Metrischer Tensor : g = (fi · fj) = STS =

(

2 3
3 5

)

(a′ij) = (a′ik)g =

(

−1 0
0 1

)

, (a′i
j
) = g(a′kj) =

(

−19 12
−30 19

)

, (a′ij) = g(a′kj) =

(

−2 3
−3 5

)

Lösung 2

In der Standardbasis, aij = aij = ai
j = aij

(a′ij) = T(aij)S =

(

−1 0
0 1

)

, (a′i
j
) = ST (ai

j)TT =

(

−19 12
−30 19

)

,

(a′ij) = ST (aij)S =

(

−2 3
−3 5

)

d)
Säkulardeterminante :

det(aij − λδij) = det

∣

∣

∣

∣

1− λ −2
−2 1− λ

∣

∣

∣

∣

= (1− λ)(1− λ)− 4 = λ2 − 2λ− 3 = (λ− 3)(λ+ 1) = 0

→ Eigenwerte : λ1 = 3, λ2 = −1
Eigenvektoren f = (1, a)

→

(

1 −2
−2 1

)(

1
a

)

=

(

1− 2a
−2 + a

)

= λ

(

1
a

)

λ1 = 3 → a = −1 → f1 =

(

1
−1

)

, λ2 = −1 → a = 1 → f2 =

(

1
1

)

(cfi (c 6= 0) sind auch die

Eigenvektoren.)
Lösung 1

Projektor : E1 = 1

2

(

1
−1

)

(

1 −1
)

= 1

2

(

1 −1
−1 1

)

, E2 = 1

2

(

1
1

)

(

1 1
)

= 1

2

(

1 1
1 1

)

Spektraltheorem : A = 3E1 −E2 (oder = 3f1 ⊗ f1 − f2 ⊗ f2.)
Orthogonalität : E1E2 = 0, → A2 = (3E1 −E2)

2 = 32E1 + (−1)2E2, · · · , A
n = 3nE1 + (−1)nE2.

In der Standardbasis

1



An → 3n 1

2

(

1 −1
−1 1

)

+ (−1)n 1

2

(

1 1
1 1

)

= 1

2

(

3n + (−1)n −3n + (−1)n

−3n + (−1)n 3n + (−1)n

)

Lösung 2

Oder Spektraltheorem in Matrixform A → S

(

3 0
0 −1

)

S−1 wobei fi = ejs
j
i (Wenn fi normiert ist, gilt

S−1 = ST .)

A2 → S

(

3 0
0 −1

)

S−1S

(

3 0
0 −1

)

S−1 = S

(

3 0
0 −1

)2

S−1 = S

(

32 0
0 (−1)2

)

S−1, · · · ,

An → S

(

3n 0
0 (−1)n

)

S−1

In der Standardbasis

An → 1

2

(

1 1
−1 1

)(

3n 0
0 (−1)n

)(

1 −1
1 1

)

= 1

2

(

3n + (−1)n −3n + (−1)n

−3n + (−1)n 3n + (−1)n

)

Anmerkung : A ist ein Tensor und (aij) = S

(

3 0
0 (−1)

)

S−1 ist eine Matrix (oder eine Matrixdarstellung

des Tensors).

2


