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1. Test - Losungen 20.11.2020

a)[25] Da die Identitdt unabhingig von Basis ist, wird sie mit der Standardbasis {e;,es, €3} bewiesen.
(ei -e; = 51']' und e; Xxe; = eijkek)

(a-b)2 + |ax b|? = (d'e; - be;)(arey, - bley) + (a'e; x bej) - (aPey x bley)

= aibj(sijakbeékg + (eijma‘bie™) - (erena®bte™) = a'blabbF + Eijmekgnaibjakbzém"

= a'b*aFbF 4 eijmsumaibjakbe = a'b'aFbF + (0i0je — 5i55jk)aibjakb£

= a'b'a*bk + a'ta't — a'Valb' = a'ba'b = |a|?|b|?

b)[25]
Transformation der Basis: dx = dz'e; = dm’j(é);xi)ei = dx’je; — e;. = 8;xiei (Gj’»xi = 365':)
sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
S =(s';) = (9ja') = | sinfsing rcosfsing rsinfcos¢
cos —rsinf 0

Metrische Tensoren :

1 0 0 1 0 0
g’ =S"S (oder gj; =€ -€) =g =| 0 72 0 ,g¥=g =10 1/r? 0

0 0 7r2sin0 0 0 1/(r%sin®6)

c) [25]
(fi £ )=(e 62)(1 i)z(el e )S

(e e2)=(f £)S=(f fz)(1 1>E(f1 £ )T

A= aijei Ke; = aijtkifk X tzjfg = tkiaijtejfk ®f, = a/kefk ® £,
- iy -1 2 3 —4 -1 1 -5 3
gy — ij T _ —
() = T(a")T (1 —1)(2—3)(2 —1) <—3 2)
Lésung 1
Metrischer Tensor : g = (f; - f;) = STS = ( 3 g >
1Y — ()i — 17y — ki — Iy — 1k — -
(CL ]) (CL )g ( O 1 i (a‘z ) g(a ) ( _30 19 )7 (azj) g(a’ J) ( _3 5 )

Loésung 2
In der Standardbasis, a”/ = a';

J

. . —1 0 : ~19 12
@y =mas=( 1)@ =sTenr = (T 5 ).

-2 3

) =staps—( 5 1)
d)
Sakulardeterminante :
det(a¥ — X\6¥) = det ‘ 1__2)\ 1__2/\ ‘ =1-N1-XN)—-4=X-22-3=A-3)A+1)=0

— Eigenwerte : Ay =3, Ao = —1
Eigenvektoren f = (1,a)

(5 7)) (58) ()

1 >7)\2=—1—>a:1—>f2:<

M =3—=a=-1—f = 1

} ) (cf; (¢ # 0) sind auch die
Eigenvektoren.)
Lésung 1

. 1 1 -1 1 11
e m(4)0 =34 2 mes(1)n -t )

Spektraltheorem : A = 3E; — Ey (oder = 3f; @ f! — f, ® 2.)
Orthogonalitéit : E1E2 = 0, — A2 = (3E1 - E2)2 = 32E1 + (71)2E2, tey A" = 3nE1 + (71)”]‘32
In der Standardbasis



1 -1 1 1 3T+ (=) =34 (=)™
n nl _ 1\l 1
A 4)32(_1 1 >+( 1)2(1 1>_2<_3n+(_1)n 3n+(_1)n
Losung 2
Oder Spektraltheorem in Matrixform A — S ( g 701 ) S—! wobei f; = ejsj ; (Wenn f; normiert ist, gilt
S =87)

2
) 3 0 VYeuia(3 0 Vei of(3 0 L3 0 o
A —>s<0 S)ss(g S )st=s(g D) sTEs e )8

n v 0 -1
A *)S( ) (—1)")8

In der Standardbasis

Aar 1 11 3" 0 L =1\ _ [ 3"+(=1)" + (=1
2\l -1 1) Lo oy )L 1 )72 S g (mape
Anmerkung : A ist ein Tensor und (a”) = S g (701) S~ ist eine Matrix (oder eine Matrixdarstellung

des Tensors).



