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Bsp.1

(zufälliger Reihenfolge beim Online-Quiz)
a) rfr = xex + yey + zez = xiei → ∇x′1f1 = ei∂ix

jej = eiδji ej = ei · ei = 3

b) fi = ejs
j
i , Fläche : det(f1 f2) = det S wobei g = STS → det S =

√
det g

c) Γ(x+ 1) = xΓ(x) → Γ(x+ 1)/Γ(x) = x
d)

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞
δ(X − x2 − y2 − z2 − w2)dxdydzdw

= d
dX

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞
H(X − x2 − y2 − z2 − w2)dxdydzdw = d

dX aX
2 = 2aX = 2aR2

Bsp.2

a) Wenn die Eigenwerte der Matrix A γ1 und γ2 sind, gilt A = γ1E1 + γ2E2.
An = γn1E1 + γn2E2 → Die Eigenwerte der Matrix An sind γn1 und γn2
b)

∫

∞

0
af ′(x) cosxdx = af(x) cosx|∞0 +

∫

∞

0
af(x) sinxdx = −a+

∫ π

0
cosx sinxdx = −a

oder
f(x) = H(π + x)H(π − x) cosx → f ′(x) = −δ(π + x) + δ(π − x)−H(π + x)H(π − x) sinx
∫

∞

0
af ′(x) cosxdx =

∫

∞

0
aδ(π − x) cosxdx−

∫ π

0
a sinx cosxdx = −a

c) Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:
(

d
dx

[

p(x) d
dx

]

+ q(x) + λρ(x)
)

y(x) = 0 → p(x)y′′(x) + p′(x)y′(x) + q(x)y(x) + λρ(x)y(x) = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
p′(x)/p(x) = −(2a+ 1)x/(1− x2), q(x)/p(x) = 0 und ρ(x)/p(x) = 1/(1− x2)
→ p(x) = (1− x2)a+1/2, ρ(x) = (1− x2)a−1/2

Bsp.3 Greensche Funktion

a) Ltx(t) =
(

d
dt − iΩ1

) (

d
dt − iΩ2

)

x(t) (Ω2 > Ω1)

Fourierentwicklung : G(t, t′) = (2π)−1
∫

∞

−∞
G̃(ω) eiω(t−t′)dω

LtG(t, t
′) = δ(t− t′) → 1

2π

∫

∞

−∞
(iω − iΩ1)(iω − iΩ2)G̃(ω) e

iω(t−t′)dω = 1
2π

∫

∞

−∞
eiω(t−t′)dω

Vergleich der Integranden: G̃(ω) = − 1
(ω−Ω1)(ω−Ω2)

= 1
Ω2−Ω1

(

1
ω−Ω1

− 1
ω−Ω2

)

b)

GP (t, t
′) = P 1

2π

∫

∞

−∞
G̃(ω)eiω(t−t′)dω = 1

2π(Ω2−Ω1)
P
∫

∞

−∞

eiω(t−t
′)

ω−Ω1
dω − 1

2π(Ω2−Ω1)
P
∫

∞

−∞

eiω(t−t
′)

ω−Ω2
dω

Hier wird mithilfe des Konturintegrals (siehe Abb.) der Hauptwert

P
∫

∞

−∞

eiω(t−t
′)

ω−Ω dω = limǫ→0+

[

∫ Ω−ǫ

−∞

eiω(t−t
′)

ω−Ω dω +
∫

∞

Ω+ǫ
eiω(t−t

′)

ω−Ω dω
]

gerechnet.

1C

c1 2C

c2

Re

R

Im Im

Re

R

• Wenn t > t′, C1 = {z = Reiθ|0 < θ < π}, c1 = {r = Ω+ reiθ|0 < θ < π}
und C01 = C1 + c1 + {x| −R < x < Ω− r}+ {x|Ω+ r < x < R}
∫

C1

eiω(t−t
′)

z−Ω dz =
∫ π

0
eiR(t−t

′) cos θ−R(t−t
′) sin θ

Reiθ−Ω
iReiθdθ

Da (t− t′) sin θ > 0, convergiert im Limes R→ ∞,
∫

C1

eiω(t−t
′)

z−Ω dz → 0
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∫

c1
eiω(t−t

′)

z−Ω dz =
∫ π

0
eiΩ(t−t

′)+ire
iθ(t−t

′)

reiθ
iθreiθdθ =

∫ π

0
eiΩ(t−t′)+ireiθ(t−t′)idθ

r→0−−−→ ieiΩ(t−t′)
∫ π

0
dθ = iπeiΩ(t−t′)

∮

C01

eiω(t−t
′)

z−Ω dz = 0

P
∫

∞

−∞

eiω(t−t
′)

z−Ω dz = limR→∞ limr→0

[

∮

C01

eiω(t−t
′)

z−Ω dz −
∮

C1

eiω(t−t
′)

z−Ω dz +
∮

c1
eiω(t−t

′)

z−Ω dz
]

= iπeiΩ(t−t′)

• Wenn t < t′,

in ähnlicher Weise,
∫

C2

eiω(t−t
′)

z−Ω dz
r→∞−−−→ 0,

∫

c2
eiω(t−t

′)

z−Ω dz
r→0−−−→ iπeiΩ(t−t′),

∮

C02

eiω(t−t
′)

z−Ω dz = 0

P
∫

∞

−∞

eiω(t−t
′)

z−Ω dz = limR→∞ limr→0

[

−
∮

C02

eiω(t−t
′)

z−Ω dz +
∮

C2

eiω(t−t
′)

z−Ω dz −
∮

c2
eiω(t−t

′)

z−Ω dz
]

= −iπeiΩ(t−t′)

Endlich,

GP (t, t
′) = P 1

2π

∫

∞

−∞
G̃(ω)eiω(t−t′)dω = i

2(Ω2−Ω1)

(

H(t− t′)(eiΩ1(t−t′) − eiΩ2(t−t′))−H(t′ − t)(eiΩ1(t−t′) − eiΩ2(t−t′))
)

Bsp.4 Differentialgleichung

a) elliptische Koordinaten : (x1, x2) = (u, v, φ), kartesische Koordinaten : (x′1, x′2) = (x, y)
wobei x = uv und y =

√

(u2 − 1)(1− v2) (u ≥ 1 und −1 ≤ v < 1)
dx = dx′iei = dxj∂jx

′iei ≡ dxjfj

S = (sij) = (∂jx
′i) =

(

v u

u
√

(1− v2)/(u2 − 1) −v
√

(u2 − 1)/(1− v2)

)

gij = fi · fj = eks
k
i · eℓsℓj = δkℓs

k
is

ℓ
j = skis

k
j = (u2 − v2)

(

(u2 − 1)−1 0
0 (1− v2)−1

)

→ V =
√

det(g) = u2
−v2√

(u2−1)(1−v2)
und g∗ = 1

u2−v2

(

u2 − 1 0
0 1− v2

)

∇2ψ(x) = 1
V ∂i

(

V ∂iψ(x)
)

= 1
V ∂i

(

V gij∂jψ(x)
)

=

√
(u2−1)(1−v2)

u2−v2 ∂u

(√

u2−1
1−v2 ∂uψ(x)

)

+

√
(u2−1)(1−v2)

u2−v2 ∂v

(√

1−v2

u2−1∂vψ(x)
)

= 1
u2−v2

[

(u2 − 1)1/2∂u
(

(u2 − 1)1/2∂uψ(x)
)

+ (1− v2)1/2∂v
(

(1− v2)1/2∂vψ(x)
)]

b) Lu = (u2 − 1)1/2∂u(u
2 − 1)1/2∂u und Lv = (1− v2)1/2∂v(1− v2)1/2∂v

∇2ψ(x) = Eψ(x)
→ 1

u2−v2 (LuP (u))Q(v) + 1
u2−v2P (u)(LvQ(v)) = EP (u)Q(v)

→ 1
P (u) (LuP (u)) +

1
Q(v) (LvQ(v)) = E(u2 − v2)

→ 1
P (u) (LuP (u))− Eu2 = − 1

Q(v) (LvQ(v))− Ev2

Die Gleichung gilt für beliebige u, v nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhängig von u, v).
→ 1

P (u) (LuP (u))− Eu2 = − 1
Q(v) (LvQ(v))− Ev2 = Z

→ LuP (u)− Eu2P (u) = ZP (u) und LvQ(v) + Ev2Q(v) = −ZQ(v)
→ (u2 − 1)P ′′(u) + uP ′(u)− Eu2P (u) = ZP (u) und (1− v2)Q′′(v)− vQ′(v) + Ev2Q(v) = −ZQ(v)
c)
Wenn E = 0 und Z = m2, (1− v2)Q′′(v)− vQ′(v) +m2Q(v) = 0
Ansatz : Q(v) =

∑

∞

n=0 anv
n+σ

∑

∞

n=0 an(n+σ)(n+σ−1)vn+σ−2−∑

∞

n=0 an(n+σ)(n+σ−1)vn+σ−∑

∞

n=0 an(n+σ)v
n+σ+

∑

∞

n=0m
2anv

n+σ =
0
→ ∑

∞

n=−2 an+2(n+ σ + 2)(n+ σ + 1)vn+σ −∑

∞

n=0 an((n+ σ)2 −m2)vn+σ = 0
Koeffizientenvergleich
vσ−2-Term : a0σ(σ − 1) = 0 → σ = 0, 1
vσ−1-Term : a1(σ + 1)σ = 0 → σ = 0 oder a1 = 0

vσ+n-Term (n ≥ 0) : an+2 = (n+σ)2−m2

(n+σ+2)(n+σ+1)an
d)

• Wenn σ = 1, an+2 = (n+1)2−m2

(n+3)(n+2)an

Da a1 = 0, gilt an = 0 für ungerade n.

Für umgerade m gilt am+1 = m2
−m2

(m+2)(m+1)am−1 = 0 und an = 0 für n ≥ m+ 1.
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→ Q(v) ist ein Polynom

a2 = 1−m2

3! a0, a4 = (9−m2)(1−m2)
5! a0, a6 = (25−m2)(9−m2)(1−m2)

7! a0, a8 = (49−m2)(25−m2)(9−m2)(1−m2)
9! a0,

· · ·
Für gerade m ist Q(v) eine Potenzreihe mit unendlicher Summe.

• Wenn σ = 0, an+2 = n2
−m2

(n+2)(n+1)an

Für gerade m gilt am+2 = m2
−m2

(m+2)(m+1)am und an = 0 für gerade n > m.

Mit Ersetzung a1 = 0 gilt an = 0 für ungerade n.

→ Q(v) ist ein Polynom

a2 = −m2

2! a0, a4 = (4−m2)(−m2)
4! a0, a6 = (16−m2)(4−m2)(−m2)

6! a0, a8 = (36−m2)(16−m2)(4−m2)(−m2)
8! a0,

Für ungerade m bildet Q(v) eine Potenzreihe mit unedlicher Summe wegen a0 6= 0.

m = 0 : aus der Lösung mit σ = 0, Q0(v) = 1 (a0 = 1)
m = 1 : aus der Lösung mit σ = 1, Q1(v) = x (a1 = 1)
m = 2 : aus der Lösung mit σ = 0, Q2(v) = 1− 2x2

m = 3 : aus der Lösung mit σ = 1, Q3(v) = x− 4
3x

3

m = 4 : aus der Lösung mit σ = 0, Q4(v) = 1− 8x2 + 8x4

m = 5 : aus der Lösung mit σ = 1, Q5(v) = x− 4x3 + 16
5 x

5

m = 6 : aus der Lösung mit σ = 0, Q6(v) = 1− 18x2 + 48x4 − 32x6
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