Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

2. Test - Losungen 22.1.2021

Bsp.1

(zufilliger Reihenfolge beim Online-Quiz)

) rf, = zex +ye, + ze. = zle; — Va'lfy = e'djale; = eldle; =i -e; =3
) fi = e;s7, Fliche : det(f; fy) = det S wobei g =SS — det S = y/det g
c) I'(z+ 1) = al'(z) —> F(x—l— 1)/F( )=

5

o

d) f f f f —z? - y — 2% — w?)dadydzdw
ﬁ f f_ f f H y? — 2% — w?)dzdydzdw = %aX2 =2aX = 2aR?
Bsp.2

a) Wenn die Eigenwerte der Matrix A ~; und 7 sind, gilt A = 1 E; + 1 Es.
A" = yT'E; + v3E2 — Die Eigenwerte der Matrix A" sind ~{* und 3

b) [;° af (z)coswdr = af(z)coszly + [~ af (z)sinwdr = —a+ [ coszsinzdr = —a
oder

flz) = H(7T+J;)H(7r—x)005x — fl(z)=-6(r+2z)+d(r—x)— H(r+x)H(r —z)sinz
IS af' (@) coswda = % ad(m — x) coszdx — [ asinzcoszdr = —a

¢) Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:

(& [p(@) ] + a(@) + Ap(2) y(2) = 0 = p(x)y” (2) + ' (2)y' () + a(2)y(z) + Ap(x)y(z) = 0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

Y/(@)/p(x) = (20 -+ Vo/(1 = a%). q(x) /pla) = 0 wnd pla)/p(x) = 1/(1 - a?)
— plw) = (L= 172 o) = (1) 12

Bsp.3 Greensche Funktion

) /.th( ) = ( ’LQl) (* — ZQQ) ( ) (QQ > Ql)

Four1erentw1cklung G (t t') = L2 Gw) et ) dw

LGt t') =6(t — 5= f_oo iw— le)(zw — ng)G(w) e t=t) gy = % ffooo e t=t) g,
Vergleich der Integranden: Glw) = — (wfﬁl)l(wfﬂg) = 92191 (wjgl - wfgz)

b)

Gp(t,t) =Pt [T Gw)e@t=t)dy = m? 1= et:(fﬂt L dw — 2W(Q;—91)Pffooo el:(_t;zj)dw

Hier wird mithilfe des Konturintegrals (s1ehe Abb.) der Hauptwert

0o eiw(t—t/) T OQ—¢ euu(t t) m(t—t/)
P o Somgdw =limeor | 2 dw + fQ+e “——gdw| gerechnet.
Im Im R
Cy Re
o |Re C
e R

e Wennt >t Cr={z=Re?®|0< O <7}, c1={r=0+7re?|0<0 <7}
und Cpn =Cri+a+{z|-R<z<Q—-r}+{z|Q+r <z <R}

etw(t— f) T eiR(f,—f/)cose—R(t—t’)sine

fCl dz = [, T iRe?do
Da (t — t')sinf > 0, convergiert im Limes R — oo, fcl e“;(:; "dz =0



giw(t— t) iQ(t—t")+iret? (t—t) P O (h N im0 (4N -0
ff‘l dz= [ g 70 i0re?dd = foﬂ eIt —t)Fire™(t—t1) jap T, jeif2(t— t)f df = imei(t=t)
Lw(t t’)
fcm oo dz=0
00 ezw(t—t’)d i i eiw(t—t )d iw(t—t)d piw(t— t)d . iQ(t—t/)
7)f—oo z—0 %2 = M R— oo 1Mr—0 |:ch1 z—0 - j;Cl z2—0 + f Zi| me

e Wenn t < ¢,
iw(t—t") iw(t—t’)

P . . e r—00 eiw(t—t") r—=0 . iQ(t—t') e ¢ _
in ghnlicher Weise, fcg —q—dz 0, fc2 —5—dz ime ,fcw —a—dz=0

. ’
ezw(f—f )

o bt L . piw(t—t") piw(t—t") piw(t—t") it
P[0 S—g—dz =limp hmr_m[ 3%02 E—q—dz —|—fc sz—f@ dz} = —ime

Endlich,
Gplt, 1) = P [, Gl)e™ ™ = g (H(t =) (e 07) — ei€20=) — (7 — 1) (e =) — 20

Bsp.4 Differentialgleichung

a) elliptische Koordinaten : (z!,22) = (u,v, ¢), kartesische Koordinaten : (21, 2?) = (z,v)
wobel = uv und y = (uz—l)(l v2) (u>1und —1<wv<1)
dx = dz''e; = da? 02" e; = da’f;
u
5= = <u¢1—v2 e )
k 2 (u? = 1)~ 0 )

iskj = (u® — ,UZ) 0 (1 _ Uz)—l

= VAR = ot =t (0 )
V2(x) = (v&w(>)—-1@(vg”@w())
i 0. (i) + XG0, (\fimo.n)

u?—v? 1—v? u?—v? u?—1

= u2iv2 [(u - )1/28u (( - 1)1/28u¢( )) (1-w )1/261) ((1 - Uz)l/Qavw(X))]
b) L, = (u — 120, (u? — 1)1/28, und L, = (1 — v?)/29,(1 — v?)'/29,
VQ?/J( ) = E(x)
= gt (LuP(0)Q(v) + iz P(u)(L,Q(v) = EP(u)Q(v)
epw< P() + gl (£,Q(1) = F( ~1?)
S P (LuP(W) - Ba? = — g (£,Q(0)) — Bv?
Die Glelchung gi iebi
— %(ﬁup(u)) — Eu? = —ﬁ(ﬁvQ(v)) —Ev=Z
— Ly P(u) — Eu?P(u) = ZP(u) und £,Q(v) + Ev?Q(v) = —ZQ(v)
— (u? = 1)P"(u) + uP'(u) — Eu?P(u) = ZP(u) und (1 —v?)Q"(v) — vQ’(v) + Ev?Q(v) = —ZQ(v)
c

)
Wenn E =0 und Z = m?, (1 —v?)Q"(v) — vQ'(v) + m?Q(v) =0
Ansatz : Q(v) = 00, anv”+”
Yoo gan(nto)(nto—1)v" o 2=%"" ‘a,(n+o)(nto—1)v" =3 Ja,(nto)o"TT+3 7 mPa,0" T =
0
= Yope g @nt2(n+o+2)(n+ o+ DT =37 jan((n+0)? —m?)e"t =0
Koeflizientenvergleich
072 Term : ago(0c —1) =0 = 0 =0,1
v? 7L Term : a;(0c +1)o0 =0 — 0 =0 oder a; =0

(n40)2—m?

— — k — 0. _
gij—fi‘fj—eks i~eg8j—(5kgs iS5 =S

vt Term (n > 0) : apio = (nto+2)(nto+1) dn
d)
e Wenn o =1, ay42 = %

Da a; =0, gilt a,, = 0 fiir ungerade n.

m2—m?2

—Wam,1=0undan=0fﬁrn2m+l.

Fiir umgerade m gilt a,,+1



m =0 : aus der Losung mit 0 =0, Qo(v) =1
m =1 : aus der Losung mit 0 =1, Q1 (v) =«
m = 2 : aus der Losung mit o =0, Q2(v) =1
m = 3 : aus der Losung mit o = 1, Q3(v) =z — 32
m =4 : aus der Losung mit o =0, Q4(v) =1
m =5 : aus der Losung mit 0 =1, Q5(v) =z
(v) =1

3

— Q(v) ist ein Polynom

2 L2 (1 2 2V (02 (1 — 2 2V (95 2V (02 (1 — 12
a2:1_37!n ao, a4:(9 m?r)('l m)ao’ a6:(25 m)(97!m )(1—m~) (49—m~)(25 m9!)(9 m=)(1—m~)

aop, ag =

Fiir gerade m ist Q(v) eine Potenzreihe mit unendlicher Summe.

2 2
Wenn o =0, a2 = %an

2

Fiir gerade m gilt @42 = %am und a,, = 0 fiir gerade n > m.

Mit Ersetzung a; = 0 gilt a,, = 0 fiir ungerade n.
— Q(v) ist ein Polynom

—m2)(—m?2 —m2) (4—m2)(—m?2 —m?2 —m2) (4—m2)(—m?
a2 = =My, ag = GTmCD) g Q6o o (36-m?)(A6mm 4= m?) o)

ao,

Fiir ungerade m bildet Q(v) eine Potenzreihe mit unedlicher Summe wegen ag # 0.

=

: aus der Losung mit o = 0, Qg(v

ag,



