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10. Tutorium fiir 8.1.2021

10.1 Gamma- und Beta-Funktionen

a) Leite, ausgehend vom Euler-Integral I'(z f t*~letdt, die Rekurrenzre-
lation F( )= (2—1)I'(z — 1) her und berechne ['(4) mit Hilfe der Rekurrenz-
relation.

b) Berechne fiir positive Konstanten m, k,T das mittlere Quadrat der Ge-
schwindigkeit v2 = | /52 v2e=m/ (2k7) )dv der Maxwell-Boltzmann-Verteilung.
Hinweis : I'(1/2) = /7

c¢) Berechne und vereinfache e~ |T'(1 + ia)|? (a: Konstante).

Hinweis : ['(z)['(1 — z) = 7/ sin(rz) = 2in/(e™ — e~ ™)

d) Berechne fiir gerade Ganzzahl das Integral foﬂ/ ? cos™ Bdf und schreibe das
Ergebnis bzgl. der Doppelfakultat (ohne Gamma- und Beta-Funktionen).
Hinweise: B(z,y) fo t*= 11 —t)vLdt = T(x)T(y)/T(z + y).

10.2 Sturm-Liouville-Problem 11

a) Transformiere die Differentialgleichung zy”(z) + (2—2)y'(x) = —\y(z) (z >
0) in die Sturm-Liouville’sche Gestalt (2L [p(z)£] + g(z) + Ap(x)) y(z) = 0.
b) Nimm einen Ansatz y(z) = ag+ a7 + agz? fiir die Lésungen der Differenti-
algleichung zy”(z) + (2 — x)y/(x) = —Ay(z) an. Schreibe die Gleichung fiir die
Koeffizienten, a = (ag a; az)’ in die Matrix-Vektorform Ma = —\a mit der
3 x 3 Matrix M.

c¢) Berechne die Eigenwerte \; (i = 1,2,3) und die Eigenvektoren der Eigen-
wertgleichung aus (b) und schreibe die Eigenfunktionen y;(z) der Differential-
gleichung.

d) Zeige, dass die Eigenfunktionen orthogonal sind, d.h.

/000 yi(z)yj(x)p(x) =0 wenni#j.



10.3 Greensche Funktion (IIT)

Betrachte eine inhomogene Differentialgleichung L,y(t) = (¢ — t') wobei der
Operator £; durch

Loylt) = (% + m) (% - m) y(t)

definiert ist (€2 : reelle Konstante).

a) Finde eine Greensche Funktion G/(¢,t’), die die inhomogene Differential-
gleichung erfiillt.

Hinweis: Falls die Pole, A; 2, der Fourier-transformierten Greenschen Funktion
auf der reellen Achse liegen, verschiebe zuerst die Pole entlang der positiven
imagindren Achse (d.h. A durch A1 2 + ie mit ¢ > 0) und berechne den
Grenzwert G} (¢,t') = lim._,0, Gy(t,1').

b) Berechne die Greensche Funktion G} (t,t') = lim._,o_ G;(¢,t) mit einer
negativen Verschiebung.

c¢) Uberpriife, dass Go(t,t') = G*(t,t') — G~ (t,t') die homogene Differential-
gleichung LGy (t,t') = 0 erfiillt.

Ankreuzbar: lab, lcd, 2ab, 2cd, 3a-c



