Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

10. Tutorium - L&sungen 8.1.2021

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

10.1 Gamma- und Beta-Funktionen

a) T(z) = [T t7 e tdt = (—t1 _t) + o=t etdt = (2 = 1) [Tt 2e 7t = (2 — 1)[(z — 1)
r(4)=3r(3):3-2r()_32 I0(1) = 6 [° e~tdt = 6
b) t = mv?/(2kT) — v? = 2kTt/m und dt = dv mv/(kT) = dv\/2mt/(kT)

P = T 5 e KT dy = 3, [T [ et KD gy 0, /T [ B et [T gy

= BT [\t = BL1(3/2) = ZLIT(1/2) = A

¢) e ™ |T(1+ia)> = e T(1 4 ia)[(1 — ia) = e~ (ia)T' (ia)T'(1 — ia) = e~ (ia) =2z = —2xt
Anmerkung : Die Wellenfunktion eines vom Coulomb-Potential gestreuten Teilchens ist am Ursprung durch
(0) = e~™/?T(1 + ia) gegeben. Bsp.c ist das Quadrat der Wellenfunktion (Wahrscheinlichkeitsdichte),
[¥(0)]> = e"™|P(1 +1a)|* = ity

d) t =sin?@ — dt = 2sin 6 cos d,

sin® = t'/2 und cosf = (1 —t)*/? (cosf > 0 und sinf > 0 wenn O <0< m/2)

L= [T% cosm0d0 = [}(1—t)"/2Le=1/2(1 — t)~1/2dt = L [1(1 — t)(n=D/2¢=1/2g

= 3B((n+1)/2,1/2) = %—“”&Q/fl%””

Wenn n = 2m

I = 1T(m+1/2)0(1/2) _ 1 (m—1/2)(m=3/2)--1/20(1/2)®> _ 7 2™(m—1/2)(m—3/2)--1/2 _ 7 (2m—1)(2m—3)---1
n 2 T'(m+1) -2 m(m—1)(m—2)---1 - 2 2mm(m—-1)(m—2)---1 T 2 2m(2m—2)(2m—4)---2
_ x @Cm=—1" _ g (n=1)!

— 2 (eCm)l T 2 al

Anmerkung : Fiir ungerade n I,, = ("71) (Nachrechnen!)
Die Rekursionsrelation fiir das Volumen V..(R) einer n-dimensionalen Kugel mit Radius R

ist V,(R) = RB((n+1)/2,1/2)V,,_1(R) und die Losung ist V,,(R) = R”%

10.2 Sturm-Liouville-Problem 11

a) Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:

(& [p(@) ] + (@) + Ap(@) y(2) = 0 = px)y” (2) + ' (@)y' (2) + a(2)y(z) + Ap(x)y(z) = 0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

p'(x)/p(x) = (2 — )/, q(x)/p(x) = 0 und Ap(z)/p(z) = A/x

— log(p(z)) = 2log(z) —z — p(z) = 2%, g(z) = 0und p(z) = ze". = (L [22e L] + Aze ) y(z) =0
b) zy"(z) + (2 — 2)y' () = —y(x)

y(z) = ag + a1x + az2?, y' (z) = a1 + 2aqx, ¥’ (x) = 2as

2y’ (z) + (2 — 2)y' () = —My(z) = 2a2z + (2 — 2)(a1 + 2a27) = —A(ag + a1@ + azz?) — —2a22? + (6ag —
a)r +2a1 = —\ap + a1 + axx?)

0 2 0 agp ap
— 0 -1 6 ay = -\ al
0 0 -2 a9 as
)
A 2 0
det[ 0 Ax=1 6 =AA-1)(A—2)=0—>A=0,1,2

0 0 A—2
AM=0— (2&1,—&1 + 6as, —2&2) = (0,0,0) — (ao,al,ag) = (01,0,0) — yl(l‘) =4
)\2 =1— (2&1,—@1 +6a27—2a2) = (—ao, —al,—ag) — (ao,ahag) = (027—02/2,0), — yg(.’L‘) = Cg(l —I/2)



)\3 =2 (2@1, —a1 + 6a2, —2@2) = (—20,0, —20,17 —2&2) — (ao,al,ag) = (C’g7 —03703/6)
— y3(z) = C3(1 — x + 22/6)

d) Hinweis : n' F(n+1) = ["t tdt (siehe Bsp.la)

IS ze " y1 (x)ya(x)dx = C1Cs fo x(1—x/2) = C105(T(2) — (1/2)T(3)) = C1Co(1! — (1/2)2!) = 0
JoS we™ ys(z)de = C1C5 [~ e 1—J;+a:2/6)dx—0103(1'—2'+3'/6)—0

IS we™ ys(x )dx—C2C'3f0 1—x/2)(1—x—|—1:2/6)d:c—6’203f0 ?(x — (3/2)2? + (2/3)2?

Anmerkung : Normierung der Eigenfunktionen

foooxef‘r yi(x)de =CF [[Saetde=Cf =1 Cy =1, yl( )=1

IS we™ yo(x)de = C3F [[Cwe (1 — x/2)%dx = C3 [[" e "a(1 — z + 2*/4)dz = C3(1 — 2+ 6/4) =
02/2—1—>Cg V2, yo(x) = f(l—x/Z)

IS we” ys(x)de = C3 [[“we (1 — v + 2%/6)%dw = C3(1! — 22! + (4/3)3! — (1/3)4! + (1/36)5!) =

03(1—4+8 8+10/3) = C2/3 =1 — C3 = /3, y3(z) = V3(1 — = + 22/6)
Da {1, z, 2%} keine orthogonale Basis sind (d.h. [~ e=*z" # 0), wird der Vektor (ag, a1, a2) nicht mit a;a; = 1
normiert.

Anmerkung : Die Differentialgleichung ist die zugeordnete Laguerre-Gleichung. Die Losungen der Gleichung
sind die zugeordneten Laguerre-Polynome, yi(z) = L{(z), y2(z) = Li(z) und y3(z) = Li(z). Mit dem
Ansatz y(z) = >, a;z" fiir groBeres n (> 2) kénnen die zugeordneten Laguerre-Polynome bis zum L (x)
gerechnet werden.

10.3 Greensche Funktion

Ansatz : Gr(t,t') L Gr(w) et dw
L:Gi(t,t) = (5(t —t) = & [T (~w +Q2)G,(w) ety = 5L [ eiwlt=t)dy,
Vergleich der Integranden: (—w? + Q2)Gr(w) =1 — él(w) =

) iw(t—t') o) iw(t—t')
G (t t)_ 471'9 (ffooew-ﬁ-ﬂ dw—f—ooew Q dOJ)

— _ 1 1 1
—w2+§22 - 7(w—Q)(w+Q) - 20 (w+Q B w—Q)

Da Integral wird mit Hilfe der Kontourintegration berechnet (siehe Bsp.9.1ed), d.h.
00 em(t—t’) . em(t—t ) eiw(t—t )

ffoo w—a dw = limp 00 (fC’ w—a IC w—a )

wobei C' eine offene Halbkreis mit Radius R in der komplexen Zahlenebene ist und C = C + {z =
z| — R < x < R}. Der Integrationspfad wird ausgewihlt sodass das 2.Integral [ gleich null ist. In

Limes R — oo konvergiert e (¢~ 9| = 0 wenn der imaginire Teil Im(w(t — t')) positiv ist, d.h., C
ist eine obere Halbkrei C' = C; fiir ¢ > ¢ und eine untere Halbkreis C' = Cs fiir ¢ < ¢'.

eiw(t—tl) iw(t—t') etw(t— o)

Endlich foo ———dw = limp_,oo H(t — t') fo € ———dw+limp_,o H(t' —t) 3902 ——dw
Wenn der Pol in der oberen komplexen Zahlenebene liegt, [ el:(t at 2 = H(t—t")2miei*®=*) und
wenn der Pol in der unteren komplexen Zahlenebene liegt, [~ 61:“ at O g = —H (t' — t)2mieta(t=t")

Die Greensche Funktion wird mit einer Verschiebung der Pole bei ie (¢ > 0) gerechnet.
G(a)(t t,) _ 47|—Q (ffo eiw(t_tl)dw _ foo elw—t )dw) _ H(t 7t/)%e(fiﬂfs)(t7t') _ H(t 7t/)%e(i975)(t7t')

00 wHN—ie 00 w——ie
lim6_>0+ G&E) (t, t ) — H(t _ t/)%&efzﬂ(tft ) H(t o t/)QL'QeiQ(tft/)
oder
=H(t—t)&sin(Q(t —t'))
b) Wenn ¢ < 0, sind die beide Pole in der unteren Halbebene.

G(s)(t t) 47‘—9 (ffo em(tft_')dw_foo ew(tft.’)dw) H(t/—t) ( iQ—e)(t— t)+H( ) Z’Ze(iQ_E)(t_t/)

oo w+N—1ie 0o w——1ie
lim, or G (1,1) = —H(t' = 1) 557 ) 4 H(t' — ) ghe =)
oder
=—H({t' —t)&sin(Qt — 1))



C) Go(t, t/) =G7 (ta t/) -G~ (tv tl)

=(HE—t)+HY —1)&sin(Qt —t') = &sin(Qt — ')

;—;Go(t, t) = —Qsin(Q(t — ') = —Q2Go(t,t') — erfiillt die homogene
Gleichung.

Anmerkung : Der Cauchysche Hauptwert des Integrals ist auf eine Greensche
Funktion I .

G(tvt/) = ﬁlp ( — 00 < w+Q dw — f—oo € w— d(.d)

=3 (GH(t,1) + G (1,1))

(Nachrechnen mit Hilfe der Kontourintegration! (siehe Abb.))

LGt 1) = 5 (L,GT(t, 1) + LG (L, 1))

=36t —t)+6(t—t))=0(t—1)

Im
o |Re
R
oder
Im Re
O/ R




