
Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

11. Tutorium - Lösungen 15.1.2021

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

11.1 Legendre-Polynom

a)
(

d
dx

[

p(x) d
dx

]

+ q(x) + n(n+ 1)ρ(x)
)

y(x) = 0 → p(x)y′′(x)+p′(x)y′(x)+ q(x)y(x)+n(n+1)ρ(x)y(x) = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
p′(x)/p(x) = −2x/(1− x2), q(x)/p(x) = 0 und ρ(x)/p(x) = 1/(1− x2)
→ log(p(x)) = log(1−x2) → p(x) = 1−x2, q(x) = 0 und ρ(x) = 1 →

(

d
dx

[

(1− x2) d
dx

]

+ n(n+ 1)
)

y(x) = 0

b) 〈um|un〉 =
∫ 1

−1
xn+mdx.

Wenn n+m ungerade ist, ist xn+m eine ungerade Funktion. → 〈um|un〉 = 0.
Sonst 〈um|un〉 = 2

n+m+1
y0(x) = u0(x) = 1

y1(x) = u1(x)− E0(u1(x)) = u1(x)− y0(x)
〈y0|u1〉
〈y0|y0〉

= u1(x)− u0(x)
〈u0|u1〉
〈u0|u0〉

= x

y2(x) = u2(x)− E0(u2(x))− E1(u2(x)) = u2(x)− y0(x)
〈y0|u2〉
〈y0|y0〉

− y1(x)
〈y1|u2〉
〈y1|y1〉

= u2(x)− u0(x)
〈u0|u2〉
〈u0|u0〉

− u1(x)
〈u1|u2〉
〈u1|u1〉

= x2 − 1
3

y3(x) = u3(x)− E0(u3(x))− E1(u3(x))− E2(u3(x)) = u3(x)− y0(x)
〈y0|u3〉
〈y0|y0〉

− y1(x)
〈y1|u3〉
〈y1|y1〉

− y2(x)
〈y2|u3〉
〈y2|y2〉

= u3(x)− u0(x)
〈u0|u3〉
〈u0|u0〉

− u1(x)
〈u1|u3〉
〈u1|u1〉

− (u2(x)− 1/3) 〈u2−1/3|u3〉
〈u2−1/3|u2−1/3〉 = x3 − 3

5x

c) (1− x2)y′′n(x)− 2xy′n(x) + n(n+ 1)yn(x) = 0
Wenn n=0, y′′0 (x) = 0 und y′0(x) = 0. → y0(x) = 1 erfüllt die Gleichung.
Wenn n=1, y′′1 (x) = 0 und y′1(x) = 1. → y1(x) = x erfüllt die Gleichung.
Wenn n=2, y′′2 (x) = 2 und y′2(x) = 2x. → (1−x2)y′′2 (x)−2xy′2(x)+6y2(x) = (1−x2)2−4x2+6(x2−1/3) = 0
→ y2(x) = x2 − 1/3 erfüllt die Gleichung.
Wenn n=3, y′′3 (x) = 6x und y′3(x) = 3x2 − 3/5.
→ (1− x2)y′′3 (x)− 2xy′3(x) + 12y3(x) = (1− x2)6x− 6x3 + (6/5)x+ 12(x3 − (3/5)x) = 0
→ y3(x) = x3 − 3/5x erfüllt die Gleichung.

11.2 Separationsansatz

a) parabolische Koordinaten : (x1, x2) = (u, v), kartesische Koordinaten : (x′1, x′2) = (x, y),
dx = dx′iei = dxj∂jx

′iei ≡ dxjfj

S = (sij) = (∂jx
′i) =

(

u −v
v u

)

g = (u2 + v2)

(

1 0
0 1

)

→ V =
√

det(g) = u2 + v2

g∗ = (u2 + v2)−1

(

1 0
0 1

)

w = ∇ψ(x) = f i∂iψ(x) = fjg
ji∂iψ(x) ≡ fjw

j

∇2ψ(x) = ∇ ·w = 1
u2+v2 ∂i((u

2 + v2)wi) = 1
u2+v2 ∂i((u

2 + v2)gij∂jψ(x)) =
1

u2+v2 ∂
2
uψ(x) +

1
u2+v2 ∂

2
vψ(x))

b)

(

∇2 + 2√
x2+y2

+ 2x

)

ψ(x) = 1
u2+v2

(

∂2u + ∂2v
)

ψ(x) + 4
u2+v2 + u2 − v2 = 0

Ansatz : ψ(x) = P (u)Q(v)
→ 1

u2+v2P
′′(u)Q(v) + 1

u2+v2P (u)Q
′′(v) + 4

u2+v2P (u)Q(v) + (u2 − v2)P (u)Q(v) = 0

→ P ′′(u)Q(v) + P (u)Q′′(v) + 4P (u)Q(v) + (u4 − v4)P (u)Q(v) = 0
→ 1

P (u)P
′′(u) + 1

Q(v)Q
′′(v) + 4 + u4 − v4 = 0

→ 1
P (u)P

′′(u) + u4 + 4 = − 1
Q(v)Q

′′(v) + v4
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linke Seite: Funktion von u, rechte Seite: Funktion von v
→ Die Gleichung gilt für beliebige u, v nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhängig von u, v).

1
P (u)P

′′(u) + u4 + 4 = − 1
Q(v)Q

′′(v) + v4 = C (Konstante)

→ P ′′(u) + u4P (u) + (4− C)P (u) = 0 und Q′′(v)− v4Q(v) + CP (u) = 0

11.3 Frobenius-Methode

a) x2y′′ + 2xy′ + x2y = 0
Ansatz : y =

∑∞
n=0 anx

n+σ
∑∞

n=0 an(n+ σ)(n+ σ − 1)xn+σ +
∑∞

n=0 2an(n+ σ)xn+σ +
∑∞

n=0 anx
n+σ+2 = 0

→ ∑∞
n=0 an(n+ σ)(n+ σ − 1)xn+σ +

∑∞
n=0 2an(n+ σ)xn+σ +

∑∞
n=2 an−2x

n+σ = 0
Koeffizientenvergleich, xσ Term : a0σ(σ − 1) + 2a0σ = a0(σ

2 + σ) = 0. Da a0 6= 0, σ = 0,−1 (σ2 = −σ)
b) Koeffizientenvergleich
xσ+1 Term : a1(σ + 1)σ + 2a1(σ + 1) = a1(σ

2 + 3σ + 2) = 2a1(σ + 1) = 0
→ a1 = 0 oder σ = −1
xσ+n Term (n > 1) : an(n+ σ)(n+ σ − 1) + 2an(n+ σ) + an−2 = 0
→ an(n

2 + (2σ + 1)n+ σ2 + σ) + an−2 = 0
→ an(n

2 + (2σ + 1)n) = −an−2

→ an = − 1
n(n+2σ+1)an−2

Wenn σ = 0, a1 = 0 → an = 0 für ungerades n
Für gerades n,
an = − 1

n(n+1)an−2 = (−1)2 1
n(n+1)(n−2)(n−1)an−4 = · · · = (−1)n/2 1

(n+1)!a0

y0(x) =
∑∞

m=0(−1)m 1
(2m+1)!a0x

2m = a0
1
x

∑∞
m=0(−1)m 1

(2m+1)!x
2m+1 = a0

sin x
x

Wenn σ = −1, kann a1 nicht gleich null sein.
Für gerades n,
an = − 1

n(n−1)an−2 = (−1)n/2 1
n!a0

y1(x) =
∑∞

m=0(−1)m 1
(2m)!a0x

2m−1 = a0
cos x
x

Für ungerades n,
an = − 1

n(n−1)an−2 = (−1)(n−1)/2 1
n!a1

y2(x) =
∑∞

m=0(−1)m 1
(2m+1)!a1x

2m+1−1 = a1
sin x
x

Allgemeine Lösung : zwei linear unabhängige Lösungen, y0(x) und y1(x) (y0(x) und y2(x) sind linear
abhängig).
y(x) = A cos x

x +B sin x
x

Anmerkung :
Die Helmholtz-Gleichung (∇2 + k2)ψ(r) = 0 in Kugelkoordinaten führt nach Separation der Variablen
auf die Radialgleichung x2y′′ + 2xy′ + (x2 − ν(ν + 1))y = 0 (nachrechnen!). Die Lösungen yν(x) sind
die sphärischen Bessel-Funktionen jν(x), die sphärischen Neumann-Funktionen nν(x) und die sphärischen

Hankel-Funktionen h
(1,2)
ν (x). Das Beispiel ist ein Fall mit ν = 0, wobei j0(x) = sin(x)/x, n0(x) = − cos(x)/x,

und h
(1,2)
0 (x) = ∓ie±ix/x.
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