Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

11. Tutorium - Lésungen 15.1.2021

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

11.1 Legendre-Polynom

a) (i [p(x) ] +a(x) +n(n+ 1p(2) y(z) = 0 = p(a)y” (@) +p'(2)y' (2) +q(@)y(z) +n(n+1)p(@)y() = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
p'(z)/p(x) = —2z/(1 — 2°), q(x)/p(x) = 0 und p(z)/p(z) = 1/(1 — z*)
— log(p(z)) =log(1—2?) = p(z) =1—22, ¢(z) =0und p(z) =1 = (L [(1 -2 L] + n(n+1))y(z) =0
b) (tm|un) = filx""’mda;.
Wenn n + m ungerade ist, ist 2™ eine ungerade Funktion. — (u,|u,) = 0.
Sonst (ty, |u,) = ﬁ
Yo(x) = uo(z) =1
yi(z) = ur(z) — Eo(us(x)
y2(z) = up(z) — Eo(uz(x)
= ua(z) — uo(w) (G2 — wa(2) A = 27— §
) —
(

)=
) -

ys(x) = us(x) — Eo(us(x)) — Ex(us(x)) — Ba(uz(x)) = us(x) — yo() Lelsd — s (a) Yol — yo () 21
)

un(z) — yo(e) st = ur(x) — o) iefia = o
Bifun(o) = uale) ~ o) s~ (o) i
(ol _ g2 1

= ug(x) — uo(z) o o 2(2) = 1/3) it gl = o8 — 3
us () — g (7) 2 — uy (w) fLfes) — (u() 1/3) it gtdtal o = 23 — 42

&) (1— 22)yll(z) — 22y, (x
Wenn n=0, y{(x) = 0 und yo( )=0. = yo( ) = 1 erfiillt die Gleichung.
Wenn n=1, y’l'(m) =0 und yj(z) = 1. — y1(x) = z erfiillt die Gleichung.
Wenn n=2, 4 (z) = 2 und y}(z) = 2z. — (1 —22)y} (x) — 22y} (x) +6y2(z) = (1 —2?)2— 422 +6(2*—1/3) =0
— ya(x) = 2% — 1/3 erfiillt die Gleichung.
Wenn n=3, y /(x) = 62 und y4(x) = 322 — 3/5.
—(1- xZ) (x) —2zyh(x) + 12y3(x) = (1 — 22)6x — 623 + (6/5)x + 12(23 — (3/5)z) =0
— ys3(x) = 2% — 3/5x erfiillt die Gleichung.
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11.2 Separationsansatz

a) parabolische Koordinaten : (ml,x2) = (u,v), kartesische Koordinaten : (2'%, 2"?) = (z,y),
dx = dz''e; = dzi0;2'"e; = da'f;

) — V = /det(g) = u? +v?

/\o»—tn—o
= O

w = Vip(x) = o, )—fgﬂf)zw( )_fjwj g

V(%) =V w = 5150,((u? +v*)w') = 55 0i(u® + 0?9 9;9(x) = o 0 (%) + i 05 (%))
b) <V2+ \/IQQTW—FQJJ“) P(x) = u2+v2 (02 4 02) ¥(x )—&-%W—&-uQ—vQ =0

Ansatz : ¢(x) = P(u)Q(v)

= s P (1)Q(v) + s P(u)Q (v) + ﬁ P(u)Q(v) + (u? —v )P(u)Q(v) =0
P”( )Q(v) + P(u)Q" (v) + 4P(w)Q(v) + (u* — v*) P(u)Q(v) =

(u) + %Q”(v) +44+ut—0vt=0

P'(u) +ut + 4= —515Q" (v) +v

_>
_>
_>




linke Seite: Funktion von u, rechte Seite: Funktion von v
— Die Gleichung gilt fiir beliebige w, v nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhiingig von wu, v).

P(lu) P"(u) +u* +4= fQ(lv) Q" (v) +v* = C (Konstante)

— P"(u) +u*P(u) + (4 — C)P(u) = 0 und Q" (v) — v*Q(v) + CP(u) =0

11.3 Frobenius-Methode

a) 2%y + 2zy’ + 2%y =0

Ansatz : y =Y 0 ja,z"

Yo pan(n+o)(n+o—1)a"t + 3 2a,(n+ o)z + Y 07 a,x" T2 =0

= Y gan(n+o)(n+o—1)z" 7 + 3> 2a,(n+ o)z + 3 a0zt =0
Koeffizientenvergleich, 2° Term : ago (0 — 1) + 2ago = ag(c? +0) = 0. Daag #0, 0 = 0,1 (6% = —0)
b) Koeffizientenvergleich

2Tt Term : ay(0 + 1)o +2a1(0c + 1) = a1(0? + 30 +2) =2a1(c +1) =0

— a1 =0oder o =-1

27t Term (n > 1) : ap(n+o0)(n+o0—1)+2a,(n+0)+ an—2=0

= a,(n®*+ 2o+ 1)n+024+0)+a,2=0

— an(n®+ (20 +1)n) = —a,_»

— Qp = _man—Q

Wenn ¢ =0, a; =0 — a,, = 0 fiir ungerades n
Fiir gerades n,

_ 1 _ 1 _ _ n/2__1
On = _n(n+1)a"_2 - (_1)2n(n+1)(n—2)(n—1)a"—4 - = (_1) / (n+1)1a0 .
9o(#) = g~ )™ b a0a®™ — 02 Yo (— 1) b — g it

Wenn ¢ = —1, kann a; nicht gleich null sein.
Fiir gerades n,
i~ rphgan 2 = (1)

yi(z) =35 (=)™ (zfln)laoxzmil = a0 5"
Fiir ungerades n,
n = —n(%_l)an—z = (—1)(71_1)/2%&1

yQ(gg) = Zzzo(,l)mmalxzmﬂq _ alsi.%

Allgemeine Losung : zwei linear unabhiingige Losungen, yo(z) und yi(x) (yo(z) und yo(z) sind linear
abhéngig). .
y(r) = Az | psine

Anmerkung :

Die Helmholtz-Gleichung (V2Z + k?)y(r) = 0 in Kugelkoordinaten fiihrt nach Separation der Variablen
auf die Radialgleichung 2?y” + 2zy’ + (2> — v(v + 1))y = 0 (nachrechnen!). Die Losungen y, () sind
die sphérischen Bessel-Funktionen j,(x), die sphiirischen Neumann-Funktionen n, (z) und die sphérischen
Hankel-Funktionen h\"? (x). Das Beispiel ist ein Fall mit v = 0, wobei jo(z) = sin(z)/x, no(z) = — cos(x)/z,
und h(()l’z) (r) = Fiet™® /.



