Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

3. Tutorium - Lésungen 30.10.2020

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

3.1 Levi-Civita Symbol

a) Zusammenhang zwischen Kreuzprodukt und Levi-Civita Symbol:

sijkajbk = (a X b)Z (ZB (a X b)1 = a2b3 — a3b2)
1 3 4
sijkajbk = (a X b)l = 2 X -2 = 2
1 1)), \ -8/,
6jkaiajbk = aiajbj = ai(a . b) = ai(3 — 4+ 1) =0
4
é‘ijkajbk + 5jkaiajbk = 2
-8

b) eijnaibscr = (a x b)gep = (axb)-c =4+2 8= —2
Bemerkung : €;;za;b;c, = (axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b
€ijkasbjcy ist das Volumen des durch 3 Vektoren a, b, c aufgespannten Parallelepipedes
c) Wenn k # ¢, gilt €;jx€i50 =0
(z.B Fiir k = 3, ;1 # 0 wenn (4, j) = (1,2) oder (2,1). Falls auch ¢;;, # 0, muss ¢ gleich 3 sein.)
Wenn k = K, €ijk€ije = Zi,jyék EijkEijk = Zi,j#k 1=2
—
ohne Summe iiber k
Zusammenfassend €;;5€i5¢ = 2050
d) detA = ay1a22a33 + 412023031 + A13G21a32 — Q13022031 — 11023032 — A12021033
= a11(a22033 - a32a23) + (121(0326113 - a12a33) + a31(a12€123 - a22a13)
= €1jK0110j20%3 + €2j5021Qj20k3 + €350310;20k3 = €;jk0i10;2053 (= (a1 X ag) - a3)
ail a2 a3
Alternative Losung : detA = | a1 a9 ao3 | = ann
azip azz ass
= A11€1jkA520k3 — a21(_52jkaj2ak3) + G31€3;kAj20K3 = €ijk 010203
Bemerkung : Wenn detA = 0, ist das Volumen des durch 3 Vektoren a;, as, ag aufgespannten Parallelepipedes
gleich null. — Die Vektoren sind linear abhéngig.
Bemerkung 2: detA = detAT — detA = €ijkAi10j20)3 = €ijk01;02;03k
e) Fiir das Rechtssystem, e; x e; = ¢;;,€.
z.B.e; x ea = (0,0,1)T =e3, e; x e3 = (0,—1,0)T = —ey, ...
f) detB = (b1 X bg) -bs = (ei X ej) ‘€ = Ejjk€k - €k = Eijk
Alternative Losung :
Vektoren in Indexschreibweise : €1 = (d1n), €2 = (d2m), €3 = (03m), — € = (Oim), €5 = (6jm), €& = (Okm ),
Matrix B in Indexschreibweise : B = (by,y,)
= (bm1) = €i = (6im), (bm2) = €j = (6;m), und (bm3) = ex = (km),
Determinante : detB = €,,,,,00:m10n2b03 = Emng(sim(sjnékg = Eijk
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a3z a33
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3.2 Duale Basis

a) Orthonormale Basis : e - e; = §;;

Die duale Basis erfiillt die gleiche Bedingung e’ - ej = (5; — Vergleich : e = el

b)(f £ )=(e ez)(_ll f>_>sz(_11 f)

¢) x in der orthonormalen Basis : x = zle;

x in der neuen Basis : x = z/f;, Ersetzen durch f; = ejsji X = a:’isjiej
Vergleich mit x = z/e; : 27 = s/;2"",

Inverse der Transformation : " = (S7'S)’ a’* = (S71)" s/’ = (S71)’
(1 =2

Transformationsmatrix : T =S~! = sl

. 2t 1( 1 =2 1 -1
neue Koordinaten ( 22 > :3< 11 ) ( 9 > :( 1 >
d) Orthonormalitéit der dualen Basis : f* - f; = &
Ersetzen durch f; = eisij und f? = s*ijej : f £ = s*iek ~egs£j = s*iksej(ek ep) = s*iksejééf = s*ikskj = 5;
S* ist die Inverse von S — S* =T — f1 = (1/3)e! — (2/3)e?, £2 = (1/3)e! + (1/3)e?,
e) x in der orthonormalen und dualen Basis : x = z;€’
x in der neuen Basis : x = z/f, Ersetzen durch f’ = s*';e/ : x = /s ;e’
Vergleich mit x = x;€/ : x; = 2}s*;, Inverse der Transformation : 2 = x;(S*~1)J

Transformationsmatrix : T* = S*~1 =8 = < 31 ? )

%

79

neueKoordinaten(x’1 :E/Q):(l 2)(_11 ?):(1 4)

£) fox=fl 2" =290t =2 £ x =f; - 2f) = 2/6) = 2]

Hinweis:

Die kovarianten Koordinaten x; werden mit dem gleichen Transformationsmatrix wie die Basistransforma-
tion transformiert (d.h. T* = S) und sind die Projektion auf den Basisvektor z; = (f;|x).

Die kontravarianten Koordinaten z? werden mit dem inversen Transformationsmatrix der Basistransforma-
tion transformiert (d.h. T = S™!) und sind die Projektion auf den Basisvektor im dualen Raum z* = (f?|x).
Bemerkung :

x="1; (ﬁ/_)g) — f; @ £i(= |£;){f!|) = I ist ein Einheitsoperator. Die Transformationsmatrix wird von diesen

Einheitsof)eratoren gebildet.
z.B. f2 = (ej ® ej)fz- = ej(ej . fl) = eiji und e, = (fj (9 fj)ei = fj(fj . ei) = fjtji,
— sty = (e -f)(f - ep) =€ fiaf e, =€ e = (5i - T=8"1
=1
2 :fi~x:fi-ej®ej -thijxj
gzt =1+4=52la""=1+4=5
Bemerkung : Lange der Vektors |x| = vz;2% = y/a}a’ (unabhingig von der Basis)

graphischer Hinweis der dualen Basis :

Der Vektor x = x'f; bildet ein Parallelogramm OABC.

Der Winkel a = ZAOA" — ! f; = |f!]|f1] cos a.
Da f! - f; =1, cosa = 1/(|f!||f1])

e OA’ ist eine Orthogonalprojektion von x zum Vektor f!,
dh. OA" = x - f1/|fY.

e OA=0A4"/cosa = (x-f1)|f| oder OA = (x-fHfy

In dhnlicher Weise OC = (x - £2)fs
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