Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

4. Tutorium - Ldsungen 6.11.2020

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Levi-Civita Symbol (II)
a)

a1; Q15 G1g
EtmnAiQmjlnk = | G2; Q25 G2k
as; G3; A3k
Falls (i, 7, k) eine gerade Permutation von (1,2,3) ist: z.B. €pmn@3am10n2 = €pmnlm1Gn2aes
(m,n,£) ist auch eine gerade Permutation von (¢, m,n),
d.h. Etmn = Emnl- Etmne3Am1An2 = Emnllm10n2003 = detA

Falls (7, j, k) eine ungerade Permutation von (1,2,3) ist: 2.B. €pmn@r20m1an3 = EtmnOm1Gr20n3
(m, ¢, n) ist auch eine ungerade Permutation von (¢, m,n),

d.h. Etmn = —Emin- EtmnAe20m10n3 = —Eminlm10¢20n3 = —detA

Falls i = j, j =k, oder k = ¢, e¢pmnaei@mjank =0

Zusammenfassend ¢y i Gmjank = €ijpdetA
b) detAB = €ijk(AB)i1(AB)j2(AB)k3 = Eijkailbflajmbm2aknbn3 = (Eijkaifajmakn) br1bm2bn3
N—————

—=epmndetA
= Egmn(detA)bglbmgbng = (detA)(detB)
14
c) Standard basis : €; = [ 2
03i

det (e e ey )=ej (siehe Bsp.3.1f)

Eijkerem =det (€ e; ep )det( e e e, )=det( e e e )Tdet( er e ey )

. dit  0ie  dim
= det (( e, e; e ) ( e. € e )) =| 0 00 9
1 Ore Opm

= 0ik0j£0km + 0jk0ke0im + 0500jm — 0500im — OikOke0jm — 0jk0irOkm
= 0im0j¢ + 0£0im + 0500 m — 0j20im — 0it0jm — Ojmdie = Oim0je — 0ie0jm
Alternative Losung:
i) Wenn i = j: €;j1€k1m = 0. 3i10jm — 0imj1 = 8i10im — 0;mdy (ohne Summe iiber 1)
Wenn [ =m =14, 6;;0im — dimdyy =1 — 1 =0 und sonst, §;;0;, — dimdyy =0—0=0
ii) Wenn ¢ # j: In der Summe iiber k tragt €;jxexim nur 1 Term (k # ¢ und k # j) bei.
ii—a) Wenn [ =4 und m = j (Z.B. i=l=1,j=m=2k=23): €ijkEkim = EijkEkij = EijkEijk = 1
5“5]»,” — 5im5jl = 5“6]] — 51‘3'5]‘1' =1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)
ii—b) Wenn [ = ] und m =1 (Z.B. i=m= 1, ] =1l= 2, k= 3): EijkEkim = €ijk€kji — —EijkCijk = -1
0310 jm — Oimdj1 = 04505, — 0;30;; = —1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)
ii-c) Sonst (I = m und/oder | = k und/oder m = k): €;x€xim = 0 und §;;0;m — dimdj =0

4.2 Orthogonalprojektion
_1 x xT —1 ]. _1
a>x< 1 )Ef = (—1)12+12< 1 )( -t )5( -1 1 )
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we=x (1 ) (4 7 )= S )4 )
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El=E"2E2=E'?2E,=E"!l=...=E»2=... = E,

c¢) Eigenschaft des Projektors: Exx = x (nachrechnen!)

1-Ey) 1+E)’x=1-E) 1+E)1+E)x=(1-Ey)(14+Ey)2x=(1-E,)4x =0
—_———

X+x=2x 2x+2x=4x 4x—4x=0

4.3 Differentialoperatoren

a) (0sxirpar) = 0Ty + TidipTy + TR0k = 3TpTk + TpTp + TpTp = STRT,

b) O;(zrak) ™t = —(zpar) 20i(wjx) = —(pwE) 22875 = —2x;(TRT)) 2

c) (rot(p X x)); = €4j10;(P X X)i = €105 (Dr€r X Trmem )k = €ijk0;(DeTmErmnen)k = EijkEtmnPe(0jTm)(€n)k
= € jkEtmnDe0jmOkn = €ijkErjkPe = 20:0pr = 2p; — rot(p X X) = 2p

4.4 Spektraltheorem
4 42 4 V2
o ()= 5 )(5)-a=3(h Y
Sakulardeterminante :
det(a;; — \oj;) = det‘ 4%73/\ 5){?/3/\ ‘ =(4/3-N(5/3-X2)—-2/9=X-3A+2=A-2)A—-1)=0

=AM =2, =1
)(3)-1(4512)(3)

Eigenvektoren : + <
—ab+ V2b% — \/2a? —(\fb+a)(b—\[a)—0—>b—faodera——\/%

e (48 (5)- () ()

(4a+\[b)b—(\[a+5b
L1

)

v ) (3)-(P)- 2< )

Da der Eigenwert Ao = 1 und der Eigenvektor \1[

1 T 1
_ 1 _ ei1®e 1
b)el_\/ﬁ(\/i)El_IenZI 3(\/5
_ 1 -2 _ e®e] 1 -2
e2ﬁ< 1 >E2|¢§< 1
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)\iEi:2E1+E2:§<\}§ \f>+

Da der Eigenwert A\; = 2 und der normierte Elgenvektor
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¢) 4x=Ax=NExx

d;tj = jtej =eMEix=3)eli(e;@e)x =), \i(ej-e;)(e;-x) =, \idjja, = )\jx;.
a(t) = eti'aj(0) — i (t) = 6%56’1( ) @5(t) = e'a(0)

d) x(t) = 2}(t)e; = 2z (0)e; + e'zh(0)es = 2! E1x(0) + e'Eox(0) = (2! Ey + ¢!E3)x(0) = eAtx(0)
Bemerkung :

Fiir eine selbstadjungierte Matrix A (oder eine reelle symmetrische Matrix) bildet die Eigenvektoren eine

orthogonale Basis und A = \;E; wobei E; = el’fle; =e; ®e'.
Fiir eine allgemeine aber diagonalisierbare Matrix A bildet die rechten eigenvektoren f; eine nicht-orthogonale
Basis und die linken eigenvektoren f? die duale Basis (wenn die Vektoren richtig normiert). Die Matrix wird
mit A = \;P; dargestellt, wobei P; = f; ® f°.
Beweis : ). f; ® f! = I ist ein Einheitsoperator.

=, 6 ef) -A~(ijj®fj) :Zm(fi-A-f) ®fl = Z A6 f-®fj =Y Nfof




