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4. Tutorium - Lösungen 6.11.2020

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Levi-Civita Symbol (II)
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Falls (i, j, k) eine gerade Permutation von (1,2,3) ist: z.B. εℓmnaℓ3am1an2 = εℓmnam1an2aℓ3
(m,n, ℓ) ist auch eine gerade Permutation von (ℓ,m, n),
d.h. εℓmn = εmnℓ. εℓmnaℓ3am1an2 = εmnℓam1an2aℓ3 = detA

Falls (i, j, k) eine ungerade Permutation von (1,2,3) ist: z.B. εℓmnaℓ2am1an3 = εℓmnam1aℓ2an3
(m, ℓ, n) ist auch eine ungerade Permutation von (ℓ,m, n),
d.h. εℓmn = −εmℓn. εℓmnaℓ2am1an3 = −εmℓnam1aℓ2an3 = −detA

Falls i = j, j = k, oder k = ℓ, εℓmnaℓiamjank = 0

Zusammenfassend εℓmnaℓiamjank = εijkdetA
b) detAB = εijk(AB)i1(AB)j2(AB)k3 = εijkaiℓbℓ1ajmbm2aknbn3 = (εijkaiℓajmakn)

︸ ︷︷ ︸

=εℓmndetA

bℓ1bm2bn3

= εℓmn(detA)bℓ1bm2bn3 = (detA)(detB)

c) Standard basis : ei =
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δ3i





det
(
ei ej ek

)
= εijk (siehe Bsp.3.1f)
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δik δiℓ δim
δjk δjℓ δjm
1 δkℓ δkm
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= δikδjℓδkm + δjkδkℓδim + δiℓδjm − δjℓδim − δikδkℓδjm − δjkδiℓδkm
= δimδjℓ + δjℓδim + δiℓδjm − δjℓδim − δiℓδjm − δjmδiℓ = δimδjℓ − δiℓδjm
Alternative Lösung:
i) Wenn i = j: εijkεklm = 0. δilδjm − δimδjl = δilδim − δimδil (ohne Summe über i)

Wenn l = m = i, δilδim − δimδil = 1− 1 = 0 und sonst, δilδim − δimδil = 0− 0 = 0
ii) Wenn i 6= j: In der Summe über k trägt εijkεklm nur 1 Term (k 6= i und k 6= j) bei.

ii-a) Wenn l = i und m = j (z.B. i = l = 1, j = m = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkij = εijkεijk = 1
δilδjm − δimδjl = δiiδjj − δijδji = 1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-b) Wenn l = j und m = i (z.B. i = m = 1, j = l = 2, k = 3): εijkεklm = εijkεkji = −εijkεijk = −1
δilδjm − δimδjl = δijδji − δiiδjj = −1 (ohne Einsteinsche Summenkonvention)

ii-c) Sonst (l = m und/oder l = k und/oder m = k): εijkεklm = 0 und δilδjm − δimδjl = 0

4.2 Orthogonalprojektion
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En
x = En−2

x E2
x = En−2

x Ex = En−1
x = · · · = En−2

x = · · · = Ex

c) Eigenschaft des Projektors: Exx = x (nachrechnen!)

(1−Ex) (1+Ex)
2
x = (1−Ex) (1+Ex) (1+Ex)x

︸ ︷︷ ︸

x+x=2x

= (1−Ex) (1+Ex) 2x
︸ ︷︷ ︸

2x+2x=4x

= (1−Ex) 4x
︸ ︷︷ ︸

4x−4x=0

= 0

4.3 Differentialoperatoren

a) (∂ixixkxk) = δiixkxk + xiδikxk + xixkδik = 3xkxk + xkxk + xkxk = 5xkxk

b) ∂i(xkxk)
−1 = −(xkxk)

−2∂i(xjxj) = −(xkxk)
−22δijxj = −2xi(xkxk)

−2

c) (rot(p× x))i = εijk∂j(p× x)k = εijk∂j(pℓeℓ × xmem)k = εijk∂j(pℓxmεℓmnen)k = εijkεℓmnpℓ(∂jxm)(en)k
= εijkεℓmnpℓδjmδkn = εijkεℓjkpℓ = 2δiℓpℓ = 2pi → rot(p× x) = 2p

4.4 Spektraltheorem
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Säkulardeterminante :

det(aij − λδij) = det
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= (4/3 − λ)(5/3 − λ) − 2/9 = λ2 − 3λ + 2 = (λ − 2)(λ − 1) = 0

→ λ1 = 2, λ2 = 1

Eigenvektoren : 1
3

(
4

√
2√

2 5

)(
a
b

)

= 1
3

(
4a+

√
2b√

2a+ 5b

)

= λ

(
a
b

)

→ (4a+
√
2b)b− (

√
2a+ 5b)a = −ab+

√
2b2 −

√
2a2 = (

√
2b+ a)(b−

√
2a) = 0 → b =

√
2a oder a = −

√
2b

Wenn b =
√
2a,

(
4

√
2√

2 5

)(
a
b

)

=

(
2a

2
√
2a

)

= 2

(
a
b

)

.

Da der Eigenwert λ1 = 2 und der normierte Eigenvektor 1√
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c) d
dt
x = Ax = λiEix

dx′

j

dt
= d

dt
ej · x = ejλiEix =

∑

i ejλi(ei ⊗ ei)x =
∑

i λi(ej · ei)(ei · x) =
∑

i λiδijx
′
i = λjx

′
j

x′
j(t) = eλjtx′

j(0) → x′
1(t) = e2tx′

1(0) x
′
2(t) = etx′

2(0)

d) x(t) = x′
i(t)ei = e2tx′

1(0)e1 + etx′
2(0)e2 = e2tE1x(0) + etE2x(0) = (e2tE1 + etE2)x(0) = eAtx(0)

Bemerkung :
Für eine selbstadjungierte Matrix A (oder eine reelle symmetrische Matrix) bildet die Eigenvektoren eine

orthogonale Basis und A = λiEi wobei Ei =
ei⊗e

T
i

|ei|2 = ei ⊗ ei.

Für eine allgemeine aber diagonalisierbare MatrixA bildet die rechten eigenvektoren fi eine nicht-orthogonale
Basis und die linken eigenvektoren f i die duale Basis (wenn die Vektoren richtig normiert). Die Matrix wird
mit A = λiPi dargestellt, wobei Pi = fi ⊗ f i.
Beweis :

∑

i fi ⊗ f i = I ist ein Einheitsoperator.
A = (

∑

i fi ⊗ f i) ·A · (
∑

j fj ⊗ f j) =
∑

i,j(f
i ·A · fj)fi ⊗ f j =

∑

i,j λjδ
i
jfi ⊗ f j =

∑

i λifi ⊗ f i
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