Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

5. Tutorium - Lésungen 13.11.2020

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

5.1 Tensoren

a) In der Standardbasis ist die Summe der Projektoren e; ® e’ = e’ ® e; = I die Einheitsmatrix.
Die Entwicklung des Tensors mit der Standardbasis ist A =e; ® e"- A-e’ ®e; = ale; ® e;
—qtii
Fiir orthonormale Basen ist der metrische Tensor die Einheitsmatrix : g” =g = = ;5.
— Die dualen Vektoren ist gleich die ursprunghchen Ba51svektoren cel =g¥ e; =e;
Tensor A in der dualen Basis : A = ae; ® e; = a”e’ ® e = q;;€' @ &
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= ai; =a¥ = (ai;) = ( 3 4 )
Anmerkung : Im Skriptum ist eine Element eines Tensors zweiter Stufe, z.B. a¥ = e’ - A - e/, mit einer
bilinearen Funktion ¢ = «(e’, e’) bezeichnet. Fiir Tensoren héherer Stufe ist die Notation wie € A-e nicht

mehr moglich und wird mit einer allgemeinen multilinearen Funktion a“*" = a(e’,e’,e”,---) bezeichnet.
Statt einer Element ist der Tensor mit A = a¥*"e; ® e; ®e, ®--- bezeichnet.
. . . ; 1 =2 ;
b) Die Transformationsmatrix S = (s*;) = ( 13 ) £ = e85
. ; . : . 1 —2\"' 3 2
Inverse Transformation : e; = f;t*; wobei T = (¢';) =S~ = 1 3 =1

A=dVe;® e; = a¥ (fktki) ® (fgtéj) = aijtkitejf}c R f, = a’ufk ® fp
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¢) Orthogonalitét : ( ; ) (fi £ )=1I
f2
fl —1 —1 1
(f1 fg):<el eQ)S—>(f2>:(f1 fg) :S_l(el eg) :T( 2>
fl = 3e! +2e3, f2 =e? +&°
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Anmerkung : g*g’ = (TT")(S*S) =TT ' S°S=TS=1

1
— Die dualen Vektoren sind die Inverse der urspriinglichen Basisvektoren : ( f ) = ( fi £ )_1
e
e

=1
(Uberpriife die Gleichung mit den metrischen Tensoren aus (d).)
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In dhnlicher Weise (a.") = g’(a’¥) =
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Anmerkung 1 : (AT);" = a'%; # a* oder a122 =90 9 ) A My,
as ay a4’ ah  ah



Anmerkung 2 : f; ist ein Rechtseigenvektor des Tensors A, d.h. A - f; = \;f; (ohne Summe {iber i) und f? ist
ein Linkseigenvektor des Tensors A, d.h. f? - A = \'f; (ohne Summe {iber i) (iiberpriifen!)

Anmerkung 3 : Fiir A = a/f; @ f;

Eigenwertgleuchung : Ax = A\x — (a'f; @ f;) - (2 fF) = AapfF) — axif; = e gthf; — ax; = Az gtF

1 12 r gt g2 r _ .
— < o2l g2 x; =A g2 g2 :1:; (verallgemeinertes Eigenwertproblem)

f) Aus (e) A=afiof =f @ f' +2f, @ 2 = > AP mit P =f; @ fiund A\ =1,2.
Weil P; - P; = £, ® fi. f; ® fi = (S;fZ ®fl = 5;P (ohne Summe iiber ¢, j)
= (AP APs) = 2 APy, A% = A2A = (30, NP (30, \Py) = 3, APy, oo, AT =30 PP

Basistransformation :
Soptieet) =300 (8N e © e

=2 NP =2 A @ f =3 AT (Y, ers™ et
. 10 12 3 2 3ol 9(1—2m)
k oynpi \ — — E
2NNt S(o 2)T (1 3 )(0 2n> 1 1) (3(2”1) 3.2" —2
Fiir orthogonale Basis, (A")i’j = (A™)Y

5.2 Lokale Transformation

. 5 o 0
a) dx =dr'e; = (z7;7")dr"e; = dax"e). — € = (57;7°)e;
elliptische Koordinaten : 2’ = u, 22 = v

Transformation zwischen kartesischen Koordinaten und elliptischen Koordinaten

2! = coshucosv und 22 = sinhusin v.

/ 5} > . .
e} = (yorx')e; = sinhucosve; + coshusinve;

e = ( 832 r')e; = — coshusinve; + sinhucosv ey
sinhucosv — coshusinv . ;
/ / _ : i o i
e e =(e ey . . =(e ey )Smits'; = -
( L2 ) ( ) ( coshusinv  sinhwcosv ) ( ) J o Oav

Anmerkung 1 : Im Skriptum (Sec.2.13) sind die Basisvektoren als Einheitsvektoren definiert (d.h. x =
>, dzth;&; mit h; = |e)| und &, = e]/|e}|.) Aber in diesem Beispiel sind die Basisvektoren als allgemeine
nicht-orthogonale Vektoren behandelt (wie in, z.B. Sec.2.7 im Skriptum).

Anmerkung 2 : In Indexschreibweise wird der Operator % mit J; und % mit &’ bezeichnet.
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_ v
b) Cy: cos? v+sinfov=1— i oo =1

— Fiir u = In 2, 16T +16—y_1

Cs: cosh? u — smh u=1— 5 — 55
— Fiirv=m7/4, 222 — 292 =1

Auf dem Schnittpunkt (u,v) = (In2,7/4),
e = 4\[(Bel + 5eg) und

6’2 4\[( 591 +392)

e} ist der Tangentialvektor entlang der Kurve mit konstantem v |
und e, mit konstantem wu.
¢) metrischer Tensor

g = el (e e )=8T el (e1 e )S=S8TS
e/2 1 2 e%‘ 1 2

_ : 2 2 1 0 _ 2, 2 1 0 ;
= (sinh® u+sin® v) 01 )oder (cosh” u—cos? v) 01

2

=1

g = (cosh® u — cos? v) I
d)
1 . 2 . 2
35’01 ds = 39’01 2 35’01 |da”t € + dz'%el|u_inz = fo €5 u=in2dv = fo v/sinh® u + sin® v u:1n2dv
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