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5. Tutorium - Lösungen 13.11.2020

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

5.1 Tensoren

a) In der Standardbasis ist die Summe der Projektoren ei ⊗ ei = ei ⊗ ei = I die Einheitsmatrix.
Die Entwicklung des Tensors mit der Standardbasis ist A = ei ⊗ ei ·A · ej

︸ ︷︷ ︸

=aij

⊗ej = aijei ⊗ ej

Für orthonormale Basen ist der metrische Tensor die Einheitsmatrix : gij = gij = δij .
→ Die dualen Vektoren ist gleich die ursprünglichen Basisvektoren : ei = gijej = ei
Tensor A in der dualen Basis : A = aijei ⊗ ej = aijei ⊗ ej ≡ aije

i ⊗ ej

→ aij = aij → (aij) =

(
−1 −2
3 4

)

Anmerkung : Im Skriptum ist eine Element eines Tensors zweiter Stufe, z.B. aij = ei · A · ej , mit einer
bilinearen Funktion aij = α(ei, ej) bezeichnet. Für Tensoren höherer Stufe ist die Notation wie ei ·A·ej nicht
mehr möglich und wird mit einer allgemeinen multilinearen Funktion aijk··· = α(ei, ej , ek, · · · ) bezeichnet.
Statt einer Element ist der Tensor mit A = aijk···ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ · · · bezeichnet.

b) Die Transformationsmatrix S = (sij) =

(
1 −2
−1 3

)

: fj = eis
i
j

Inverse Transformation : ej = fit
i
j wobei T = (tij) = S−1 =

(
1 −2
−1 3

)−1

=

(
3 2
1 1

)

A = aijei ⊗ ej = aij(fkt
k
i)⊗ (fℓt

ℓ
j) = aijtkit

ℓ
jfk ⊗ fℓ ≡ a′kℓfk ⊗ fℓ

→ (a′kℓ) = tkia
ijtℓj = T(aij)TT =

(
3 2
1 1

)(
−1 −2
3 4

)(
3 1
2 1

)

=

(
13 5
10 4

)

c) Orthogonalität :

(
f1

f2

)
(
f1 f2

)
= I

→ Die dualen Vektoren sind die Inverse der ursprünglichen Basisvektoren :

(
f1

f2

)

=
(
f1 f2

)−1

(
f1 f2

)
=

(
e1 e2

)
S →

(
f1

f2

)

=
(
f1 f2

)−1
= S−1

(
e1 e2

)−1
= T

(
e1

e2

)

f1 = 3e1 + 2e3, f2 = e2 + e3

d) (g′ij) = (fi · fj) =

(
2 −5
−5 13

)

, (g′ij) = (f i · f j) =

(
13 5
5 2

)

Anmerkung : g′∗g′ = (TTT )(STS) = TTTST

︸ ︷︷ ︸

=1

S = TS = 1

(Überprüfe die Gleichung mit den metrischen Tensoren aus (d).)

e) A = a′ijfi ⊗ fj = a′ijfi ⊗ fj · fℓ ⊗ f ℓ
︸ ︷︷ ︸

=I

= a′ijg′jℓfi ⊗ f ℓ ≡ a′iℓfi ⊗ f ℓ

(a′iℓ) = (a′ij)g′ =

(
13 5
10 4

)(
2 −5
−5 13

)

=

(
1 0
0 2

)

In ähnlicher Weise (a′i
ℓ
) = g′(a′ij) =

(
2 −5
−5 13

)(
13 5
10 4

)

=

(
−24 −10
65 27

)

Anmerkung 1 : (AT )j
i
= a′ij 6= a′j

i
oder

(
a′11 a′12
a′21 a′22

)T

=

(
a′11 a′21
a′12 a′22

)

6=

(
a′1

1
a′1

2

a′2
1

a′2
2

)

1



Anmerkung 2 : fi ist ein Rechtseigenvektor des Tensors A, d.h. A · fi = λifi (ohne Summe über i) und f i ist
ein Linkseigenvektor des Tensors A, d.h. f i ·A = λifi (ohne Summe über i) (überprüfen!)
Anmerkung 3 : Für A = a′ijfi ⊗ fj
Eigenwertgleuchung : Ax = λx → (a′ijfi ⊗ fj) · (xkf

k) = λ(xkf
k) → a′ijxjfi = λxkg

ikfi → a′ijxj = λxkg
ik

→

(
a′11 a′12

a′21 a′22

)(
x1

x2

)

= λ

(
g11 g12

g21 g22

)(
x1

x2

)

(verallgemeinertes Eigenwertproblem)

f) Aus (e) A = a′iℓfi ⊗ f ℓ = f1 ⊗ f1 + 2f2 ⊗ f2 ≡
∑

i λiPi mit Pi = fi ⊗ f i und λ1,2 = 1, 2.
Weil Pi ·Pj = fi ⊗ f i · fj ⊗ f j = δijfi ⊗ f j = δijPi (ohne Summe über i, j)

A2 = (
∑

i λiPi)(
∑

j λjPj) =
∑

i λ
2
iPi, A

3 = A2A = (
∑

i λ
2
iPi)(

∑

j λjPj) =
∑

i λ
3
iPi, · · · , A

n =
∑

i λ
n
i Pi

Basistransformation :
An =

∑

i λ
n
i Pi =

∑

i λ
n
i fi ⊗ f i =

∑

i λ
n
i (
∑

k eks
k
i)⊗ (

∑

ℓ t
i
ℓe

ℓ) =
∑

kmℓ

∑

i(s
k
iλ

n
i t

i
ℓ)ek ⊗ eℓ

∑

i(s
k
iλ

n
i t

i
ℓ) = S

(
1 0
0 2

)

T =

(
1 −2
−1 3

)(
1 0
0 2n

)(
3 2
1 1

)

=

(
3− 2n+1 2(1− 2n)
3(2n − 1) 3 · 2n − 2

)

Für orthogonale Basis, (An)ij = (An)ij

5.2 Lokale Transformation

a ) dx = dxiei = ( ∂
∂x′j x

i)dx′jei ≡ dx′je′j . → e′j = ( ∂
∂x′j x

i)ei
elliptische Koordinaten : x′1 = u, x′2 = v
Transformation zwischen kartesischen Koordinaten und elliptischen Koordinaten
x1 = coshu cos v und x2 = sinhu sin v.
e′1 = ( ∂

∂x′1x
i)ei = sinhu cos v e1 + coshu sin v e2

e′2 = ( ∂
∂x′2x

i)ei = − coshu sin v e1 + sinhu cos v e2
(
e′1 e′2

)
=

(
e1 e2

)
(

sinhu cos v − coshu sin v
coshu sin v sinhu cos v

)

≡
(
e1 e2

)
S mit sij =

∂
∂x′j x

i

Anmerkung 1 : Im Skriptum (Sec.2.13) sind die Basisvektoren als Einheitsvektoren definiert (d.h. x =
∑

i dx
ihiê

′
i mit hi = |e′i| und ê′i = e′i/|e

′
i|.) Aber in diesem Beispiel sind die Basisvektoren als allgemeine

nicht-orthogonale Vektoren behandelt (wie in, z.B. Sec.2.7 im Skriptum).
Anmerkung 2 : In Indexschreibweise wird der Operator ∂

∂xi mit ∂i und
∂

∂xi
mit ∂i bezeichnet.

b) C1: cos
2 v + sin2 v = 1 → x2

cosh2 u
+ y2

sinh2 u
= 1

→ Für u = ln 2, 16x2

25
+ 16y2

9
= 1

C2: cosh
2 u− sinh2 u = 1 → x2

cos2 v
− y2

sin2 v
= 1

→ Für v = π/4, 2x2 − 2y2 = 1
Auf dem Schnittpunkt (u, v) = (ln 2, π/4),
e′1 = 1

4
√
2
(3e1 + 5e2) und

e′2 = 1

4
√
2
(−5e1 + 3e2)

e′1 ist der Tangentialvektor entlang der Kurve mit konstantem v
und e′2 mit konstantem u.
c) metrischer Tensor

g′ =

(
e′1
e′2

)
(
e′1 e′2

)
= ST

(
eT1
eT2

)
(
e1 e2

)
S = STS

= (sinh2 u+sin2 v)

(
1 0
0 1

)

oder = (cosh2 u−cos2 v)

(
1 0
0 1

)

g′∗ = (cosh2 u− cos2 v)−1I

x

y

C1

C2
e’1

e’2

d)
∮

C1

ds =
∮

C1

|dx|u=ln 2 =
∮

C1

| dx′1
︸︷︷︸

0

e′1 + dx′2e′2|u=ln 2 =
∫ 2π

0
|e′2|u=ln 2dv =

∫ 2π

0

√

sinh2 u+ sin2 v
∣
∣
∣
u=ln 2

dv

=
∫ 2π

0

√
9

16
+ sin2 v dv

2


