Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

6. Tutorium - Lésungen 27.11.2020

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

6.1 Differentialoperatoren (II)

a) dx = dz'e; = djx'dx"l e; == da'f; — s'; = D’

0l =52 = ggfi 52 = (0/27)0; = 87;0; = a?;0; = A = S (d.h. 9/ ist eine kovariante Komponente)

Orthogonalitiit der dualen Basis : f; - f/ = 67 — £ = (Sl =t'el (T=8S1)

— £10) = (t'1.e")(s7;0;) = (ST ,.e*d; = §]e"8; = €1 0;(= e, +e,d, +€..) =V

b) dx = du;e’ = (0" x;)dxe’ = daf7 — T = (9" x;)dx;

' = (0"'w;)07 =11;07 =b';0’ — B =T =S""! (d.h. 8" ist eine kontravariante Komponente)

fia/i = (ekski)(tijaj) = (ST)kjek.aj = 5§ek6‘j = ejaj

cl) In der Standardbasis

V x (Vi(x)) = e10; x ek Opi)(x) = €;j,€'0;0pb(x) = €' &4k ;0 P(x)=0
— ~—

asymmetrisch symmetrisch

z.B. (V X (VI/)(X)))l = 8283’¢(X) — 6382¢(X) =0

Anmerkung : Das Ergebnis ist unabhéngig von der Basis. Die Rechnung in der Standardbasis ist einfachst.
In den krummlinigen Koordinaten V x (V¢)(x)) = 79/ x £59, 4 (x) Der Operator 9; wirkt auf % und 95,9 (x)
und sie miissen richtig gerechnet werden.

¢2) Va'' = 192" = 15} = f*

c3) P(x) = 2" — V x (Va'") = 0 (siehe c1) — V x ff = 0 (siche c2)

d1) f; ist orthogonal zu f? und f3 — f; = cf? x £3

Normierung : f1 - f; =1 — cf! - (f2 x £3) =1 = c=1/(f! - (f2 x £3)).

fl el el
fl.(f2xf3)=det| 2 | =det (S| &? =det (S~ Hdet [ € | =det(S™1)=1/(detS)=1/V
f3 el el

— £, = V2 x £3. Auf die gleiche Weise fy = V £3 x fl, f3 = V£l x f2.
Alternative Losung :
fi=ejs; > e; =fit'; und & = s/,f°
eite; = eF x et = sk, f™ x ' f"
— €jk£fitij = Skmsznfm x "
— IR 0L tP o fy = 104t P s £ X £
— gPdet(T)f; = §9,0Pf™ x "
— ¢lPf; = (detT) " 1f° x fP = det(S)f° x f?
d2) Beweis in der Standardbasis
V-(axb)=V-(dle; xbe;) =V-(a'ble; x e;) = V- (a'ble;jrer) = e,0" - (a'be;;jre’) = e;jrer - k0 (a'V))
= £;jk0F0 (a'V) = g5 ((OFa)b) + a*(0*V)) = (V x a);b) —a'(V xb); = (Vxa)-b—a-(V xb)
d3) V- (1) =V - (F2xf3) = (Vxf?) 2. (Vxf)=0
Z—/ i,()—/
Auf die gleiche Weise V- (V71fy) =0 und V- (V~if3) =0
&) V-(V(x)) = £1-0} (7 0(x)) = £1-0, (VO (x))(V1E,)) = F-(V 10UV () + (VI h(x)) £ - 94V fy) =
=V (V-1£;)=0
VI8,V OTh(x)) = VTIo[(VO'(x))
sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
f) S = (9jz') = | sinfsing rcosfsing rsinfcose
cosf —rsinf 0
V =detS=1f -f, x f3 =sinf cos ¢ r?sinh? cos ¢ + sin @ sin ¢ r? sin #2 sin ¢ + cos 2 sinH cos§ = r?siné



Op =& = 527 =0 = g1:0", 0p = 0 = 920", 0y = 0 = g3,0"

10 0 1 0 0
g=(f f)=8TS=| 0 2 0 ,gr=F -t = 0 1/r? 0
0 0 r2sin?@ 0 0 1/(r?sin6)

V3p(x) = VIOV (%)) = 2t [0, (r? sin00,9(x)) + 9p(sin 00910 (x)) + 9y (sin™ ! 0041 (x))]
= 50, (1?0, (%)) + 1y 06 (510 0091(X)) + i I3 (x)
g) Fliche F : Oberfliche einer Kugel mit Radius R (d.h. dr = da'* = 0)
— dF : das von da'?f, und dz'3f; aufgespannte Parallelogramm — dF = dz'?fy x dz'3fy = Vfidz?dz’
Jpw-dF = [~ - Vdfida?da’® = [T d¢ [T dORsin6 = 47R
h) dV : das von da''f;, dz'*f, und da"*f;3 aufgespannte Parallelepiped
— dV = da' ) - (da'?fy x d2'3f3) = da' d2?dx"®VEy - £; = r? sin Odrdfde
Vew =10, r7 'y = VIO V) +r 1 0, - VI = VoV
—_———
=V.V-1f;=0
[, Vowdy = [, V@ V)dY = [, (05 V) da da?da’® = [77dg [T d6 [y dr(9}rsing) = 4x [\ dr(9,r) =
4R
Anmerkung : GauBcher Integralsatz [, w-dF = [,V - wdV



