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6. Tutorium - Lösungen 27.11.2020

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

6.1 Differentialoperatoren (II)

a) dx = dxiei = ∂′jx
idx′jei =≡ dx′jfj → sij = ∂′jx

i

∂′i =
∂

∂x′i = ∂xj

∂x′i
∂

∂xj = (∂′ix
j)∂j = sji∂j ≡ aji∂j → A = S (d.h. ∂′i ist eine kovariante Komponente)

Orthogonalität der dualen Basis : fi · f
j = δji → f i = (S−1)ije

j ≡ tije
j (T = S−1)

→ f i∂′i = (tike
k)(sj i∂j) = (ST)jke

k∂j = δjke
k∂j = ej∂j(= ex∂x + ey∂y + ez∂z) = ∇

b) dx = dxie
i = (∂′jxi)dx

′
je

i = dx′jf
j → T = (∂′jxi)dx

′
j

∂′i = (∂′ixj)∂
j = tij∂

j ≡ bij∂
j → B = T = S−1 (d.h. ∂′i ist eine kontravariante Komponente)

fi∂
′i = (eks

k
i)(t

i
j∂

j) = (ST)kjek∂
j = δkj ek∂

j = ej∂
j

c1) In der Standardbasis
∇× (∇ψ(x)) = ej∂j × ek∂kψ(x) = εijke

i∂j∂kψ(x) = ei εijk
︸︷︷︸

asymmetrisch

∂j∂k
︸︷︷︸

symmetrisch

ψ(x) = 0

z.B. (∇× (∇ψ(x)))1 = ∂2∂3ψ(x)− ∂3∂2ψ(x) = 0
Anmerkung : Das Ergebnis ist unabhängig von der Basis. Die Rechnung in der Standardbasis ist einfachst.
In den krummlinigen Koordinaten ∇×(∇ψ(x)) = f j∂′j× fk∂′kψ(x) Der Operator ∂′j wirkt auf f

k und ∂′kψ(x)
und sie müssen richtig gerechnet werden.
c2) ∇x′i = f j∂′jx

′i = f jδij = f i

c3) ψ(x) = x′i → ∇× (∇x′i) = 0 (siehe c1) → ∇× f i = 0 (siehe c2)
d1) f1 ist orthogonal zu f2 und f3 → f1 = cf2 × f3

Normierung : f1 · f1 = 1 → cf1 · (f2 × f3) = 1 → c = 1/(f1 · (f2 × f3)).

f1 · (f2 × f3) = det
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f3



 = det



S−1





e1
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e3







 = det (S−1)det





e1

e2

e3



 = det (S−1) = 1/(detS) = 1/V

→ f1 = V f2 × f3. Auf die gleiche Weise f2 = V f3 × f1, f3 = V f1 × f2.
Alternative Lösung :
fi = ejs

j
i → ej = fit

i
j und ej = sjif

i

εjkℓej = ek × eℓ = skmfm × sℓnf
n

→ εjkℓfit
i
j = skms

ℓ
nf

m × fn

→ εjkℓtijt
o
kt

p
ℓfi = tokt

p
ℓs

k
ms

ℓ
nf

m × fn

→ εiopdet(T)fi = δomδ
p
nf

m × fn

→ εiopfi = (detT)−1fo × fp = det(S)fo × fp

d2) Beweis in der Standardbasis
∇ · (a×b) = ∇ · (aiei × bjej) = ∇ · (aibjei × ej) = ∇ · (aibjεijke

k) = eℓ∂
ℓ · (aibjεijke

k) = εijkeℓ · e
k∂ℓ(aibj)

= εijkδ
k
ℓ ∂

ℓ(aibj) = εijk((∂
kai)bj + ai(∂kbj)) = (∇× a)jb

j − ai(∇× b)i = (∇× a) · b− a · (∇× b)
d3) ∇ · ( 1

V
f1) = ∇ · (f2 × f3) = (∇× f2

︸ ︷︷ ︸

=0

) · f3 − f2 · (∇× f3
︸ ︷︷ ︸

=0

) = 0

Auf die gleiche Weise ∇ · (V −1f2) = 0 und ∇ · (V −1f3) = 0
e)∇·(∇ψ(x)) = f i·∂′i

(
fj∂

′jψ(x)
)
= f i·∂′i

(
(V ∂′jψ(x))(V −1fj)

)
= f i·(V −1fj)∂

′
i(V ∂

′jψ(x))+(V ∂′jψ(x)) f i · ∂′i(V
−1fj)

︸ ︷︷ ︸

=∇·(V −1fj)=0

=

V −1δij∂
′
i(V ∂

′jψ(x)) = V −1∂′i(V ∂
′iψ(x))

f) S = (∂′jx
i) =





sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0





V = detS = f1 · f2 × f3 = sin θ cosφ r2 sin θ2 cosφ+ sin θ sinφ r2 sin θ2 sinφ+ cos θ r2 sin θ cos θ = r2 sin θ

1



∂r = ∂
∂r

= ∂
∂x′1 = ∂′1 = g1i∂

′i, ∂θ = ∂′2 = g2i∂
′i, ∂φ = ∂′3 = g3i∂

′i

g = (fi · fj) = STS =





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ



, g∗ = (f i · f j) =





1 0 0
0 1/r2 0
0 0 1/(r2 sin2 θ)





∇2ψ(x) = V −1∂′i(V ∂
′iψ(x)) = 1

r2 sin θ

[
∂r(r

2 sin θ∂rψ(x)) + ∂θ(sin θ∂θψ(x)) + ∂φ(sin
−1 θ∂φψ(x))

]

= 1
r2
∂r(r

2∂rψ(x)) +
1

r2 sin θ
∂θ(sin θ∂θψ(x)) +

1
r2 sin2 θ

∂2φψ(x)

g) Fläche F : Oberfläche einer Kugel mit Radius R (d.h. dr = dx′1 = 0)
→ dF : das von dx′2f2 und dx′3f3 aufgespannte Parallelogramm → dF = dx′2f2 × dx′3f3 = V f1dx

′2dx′3
∫

F
w · dF =

∫

F
r−1f1 · V df1dx

′2dx′3 =
∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθR sin θ = 4πR

h) dV : das von dx′1f1, dx
′2f2 und dx′3f3 aufgespannte Parallelepiped

→ dV = dx′1f1 · (dx
′2f2 × dx′3f3) = dx′1dx′2dx′3V f1 · f1 = r2 sin θdrdθdφ

∇ ·w = f i∂′i · r
−1f1 = f i · V −1f1(∂

′
ir

−1V ) + r−1 f i∂′i · V
−1f1

︸ ︷︷ ︸

=∇·V −1f1=0

= V −1∂′1r
−1V

∫

V
∇·wdV =

∫

V
V −1(∂′1r

−1V )dV =
∫

V
(∂′1r

−1V )dx′1dx′2dx′3 =
∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθ

∫ R

0
dr(∂′1r sin θ) = 4π

∫ R

0
dr(∂rr) =

4πR
Anmerkung : Gaußcher Integralsatz

∫

F
w · dF =

∫

V
∇ ·wdV
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