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8. Tutorium - L&sungen 11.12.2020

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

8.1 Verallgemeinerte Funktion

a) 4 (—1H(—t)e! — LH(t)e %) = 15( t)e! —LH(—t)e' — 36(t)e 2 + 2H(t)e 2 = —1H(—t)e' + 2H(t)e %
b) G (—3H(~t)e' = gH(t)e2) = (—FH(-D)e' + FH (e ™)
=15(—t)e! — LH(—t)e' + 20(t)e 2 — SH(t)e * = 0(t) — $H(—t)e! — $H(t)e >
Anmerkung : G(t) = fa%_b (H(t)e " + H(—t)e") ist eine Greensche Funktion der Differentialgleichung
L:G(t) = 6(t) mit Li=% 4 (a—b)2L — ab. (In diesem Bsp. a =2 und b = 1.)
c) ddx sin |x| = % (H(z)sinz + H(—x)sin(—z)) = % (H(z) — H(—x))sinz
= (0(z) + 0(—xz))sinx + (H(z) — H(—x)) cosz = (H(x) — H(—z)) cosx
alternative Losung
d | |

osin|z| = cos |z| = sgn(x) cosx

oder

ddm sin |z| = msgn(x) sinz = 2§(x) sin x + sgn(x) cos x = sgn(x) cos x
Anmerkung :

sinz = sgn(z) sin |z| und £ sin 2 = cos x aber -Lsgn(z) sin |z| = 26(z) sin [z|+(sgn(z))? cos |z| = (sgn(z))? cos |z|

cosz = (sgn(x))? cos |x| gilt nur wenn z # 0. (Der Wert sgn(x = 0) ist nicht eindeutig definiert.)
d)
j—; sin|z| = L (H(z) — H(—x)) cosz
= (6(x) + 6(—x)) cosx — (H(z) — H(—x))sinz = 20(x) — (H(x) — H(—xz)) sinx
Alternative Lésung:
d‘fz sin |z = Lsgn(z) cosz = 26(x) cosz — sgn( )sinx = 20(x) — sgn(x) sinx = 26(z) — sin |x|
) [ /(@) sinads = f(z)sinz|; o — [ f(z)coszdr = — fO”/Q sinz cos zdx = — 1 fOW/Q sin 2xdr = —
Alternative Losung
fl@)=H(r/2+x)H(w/2 — x)sinz
= f(z) = H(7r/2 +a)H(r/2 —x)cosz+d(n/2+x)H(w/2 —x)sinze — H(w/2 + x)§(n/2 — z) sinx
= H(7r/2 +x)H(w/2 — ac) cosx —d(m/2+x) —o(m/2 — x)
IS (@) sinedr = [ H(w/2+2)H(7/2 — x) cos wsinzdr — [ 6(7/2+ x)sinwdr — [[° §(7/2 — ) sinzdax
= fo cosxsmxdx —0— [, 6(r/2 — z)sinwde = —1/2

1
2

8.2 Cauchyscher Hauptwert

- iRel - iR cos 0— R sin 0 R Integrationspfad C

a) Jo, * 3 = Jo *Fe SiRdY = i = do =30 Im(z)

(limpg— 0o elRC‘”e Rsing — 0 wenn siné > 0)
7.7‘E 60
b) f, 56z = [ 15t ireidg = i [° == g ‘\Cl
= 7?7_6%(1—23"0@";‘,"" ") do c,
inei(n—1)0 n' Laar—=0 . 0. 0 /f\\‘ Re(z)

z—zf Enl e — do — —i [_idf = [ df = —m ; . R
c) Pfioo —¢" dz = lim_, o+ [faoo 1—c'® 1761‘.1 dm}

= $o 5-dz —limp o [, 155—dz —lim, 0 [, 155—dz=0—-0+7 =7

Anmerkung : Wenn C} = {re’?| — 7 < 6 < 0} eine untere Halbkreis ist,

lim, ¢ . e i—gzdz = 7 und fC, 1;—Szdz = 27 wobei C” eine geschlossene Integrationspfad (C' mit C} statt
Cy).
P ot

d:r:—fo, ¢ dz—hmRﬁoofc —¢ dz—hm,ﬂ%ofc, z2 “dr =1



d)

llm$_>0 1— CO{:Z

= l — keine singularitét

_>f°° md _Pf 1— 10052y — lim,_, o+ [f:o 1— Lcosz gy +f € Hﬂd }
= lim,_, g+ [RefE ’2 “dz + Re fﬁ; =3 ”d:z:} = Re [79 Loo ’2 dx} =7
oder

Pfoo 1— CO:’wdl’— 17)]‘00 l—eizdx+ 1Pf00

P > 1=c " 12 kann mit dem Integrations Pfad vom unteren Halbkreis gerechnet werden.)

—1

dxflw+17rf7r

8.3 Greensche Funktion

a) Lo(t) = (4 + 4 —2) o) = (3 +2) (& - ) a0
Wenn (4 +2) z(t) = 0 oder (4 — 1) z(t) = 0, erfiillt (¢) die Gleichung L,z(t) = 0.
21(t) = e 2 und xo(t) = €
alternative Losung :
Ansatz x(t) = e = Liz(t) = (—w? +iw — 2) 2(t) = —(w — 20)(w + 9)z(t)
homogene Gleichung : £;z(t) =0 — w = 2i,—i — z1(t) = e 2 und z2(t) =
A(the 2 + By(t)et (t<t)
n_
b) G(tat ) - { AQ(t/)e—Qt + Bg(t/)et (t/ < t)
Translationsinvarianz (wenn a; in £; = >, a;d'/dz’ konstante sind)
A1 (0)e™20=) £ B (0)et (¢ < )
t t/ = t— t, = ’ ’
Gt =Gl -1.0) { Az(0)e=2t=1) 4 By(0)et=t (¥ < t)
Stetigkeit der Greenschen Funktion
limy_, - G(t,t/) = lim;_,p+ G(t, t/) — Al(O) + B, (O) = AQ(O) + BQ(O) — Al(O) - AQ(O) =-B (0) + BQ(O)
Bedingung iii) :
lim, o+ [ TELGE ) dE = lim. ot (LG(E ) + G(t,t/)):;,g _—lim, o ft TE2G(t, ) dt = lim,_or LG(t,1')
= 11m5_>0+ ( 2A2(0)€_2E + 32(0)85 + 2A1 (0)6_26 — Bl (0)66) = —2A2( ) + BQ( ) + 2A1( ) Bl (0)
Da L,G(t,t') = §(t — t'), —245(0) + Ba(0) + 24, (0) — B1(0) = [, T 6(t —t')dt =1
—>A1(0) AQ( )—1/3 und Bl(O)—BQ(O):—l/S
— A (') = ae? Bl(t’) Be=t, Ay(t') = (a — 1/3)e?" | Bo(t') = (B+1/3)e™?
Gy - { a4 pe (t<?)
T (—1/3)e 2 (B4 1/3)et (F < 1)
_ a672(t7t') + 5et7t' + %H(t _ t/)(_efz(tft’) + etft')
Anmerkung : « =0, 8 =—-1/3 und ¢ = 0 — Bsp.8.1ab

et

t'+e
t=t'—e



