Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2020W

9. Tutorium - L&sungen 18.12.2020

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel anzuschauen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

9.1 Residuensatz
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Alle Pole sind im Kreis C un2d keme Pole sind auflerhalb des Kreises.
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¢) oberer Halbkreis : C = {z = Re"|0 < 6 < 7}, geschlossener Halbkreis : C; = C; +{z =z| - R < z < R}

o0 7ta‘ zt'c ztz uz
f 0o T— 1 1ad'r_hmR_>oof R ©z— 1 zad]"_hmR_"X’ (fCl z—1— za fCl z—1— zadz)
$e, mdz = 27ie"t(1+i0) = omjet=at wenn R > |1 + ial

itz itRe" itRe®

’fél i i Redo| < [T e iR do = [ et )| s do
Da sinf > 0 auf C; (d.h. 0 < 6 < ), gilt [e~t5in0| R22° 0 fiir ¢ > 0, bzw. ‘% pmsy))
Im LimeSRg)OO fC Zeli_md,z%()

TS Zadal: = 2miettet
Im Limes a — 07T, foooo v zad:z: — 2mie’t
d) unterer Halbkreis : Cy = {2 = Re|0> 0 > —7},
geschlossener Halbkreis : Cy = Cy + {2z =z| — R <z < R}
f—oo T ellmzadx - hmR‘*OO f R x— ;tzm dx = hmR"oo (-fC z— ;tzza - fég zfitjiad’z)
$c, 7=1=ad» = 0 (ohne Pol innerhalb C»)
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Da |e—tRsinf| A2 oo wenn ¢t >0 und sinf < 0 (dh. —7 < 6 <0),
Das Integral [ zf;m
Da —Cy = C él mit C' = {Re®?|0 < 0 < 27}, gilt

dz ist nicht vernachléssigbar.
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Anmerkung : Wenn ¢ > 0, ist es leichter, das Integral f ~zu rechnen. Direkte Rechnungen des Integrals fé2
ist nicht leicht (oder kann nicht moglich sein.)
o TGy 4T = 2im H (t)e™ (%) fiir v > 0 und

I — iy = = —2imH(—t)e®(*+") fiir v < 0 (nachrechnen!)
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9.2 Greensche Funktion (II)

a) Ansatz : Gy(t, t’ f Gr(w) ety
LiGr(t,t") =d(t — o f_oo —w? + zw~— 2)G1(w) e =) dy = L ffooo e (=t duy
Vergleich der Integranden: (—w? +iw —2)Gr(w) =1
A 1 1 1 (1 1
= Gr(w) = TP miwt2 . (wti)(w—2i)  3i (cu-i—i - w_zi)
b) Fourier-Transformation G (t,t') = i /fooo et G(w)dw = g5 [7 e“;(:; L duw — = [ e::;  dw
Aus Bsp 9.1cd Gy (t,t') = 1H(t’ t)et~ 1H( #)e=20=t)

= [ G, ) f(thdt = [T Gi(t,t)H()dt' = [5° Gr(t, ')t
Wennt<0und0<t’<oo glltt<t’

zr(t <0)= [;° Gt t)dt = — Omttdt’—lttt_: et

Wenn ¢t > 0, ist der Integrand mcht null fiir 0 < ¢ < ¢’ und auch fir ¢t > ¢'.
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xj(t>0 f e—Q(t t)dt/ 11;00 t— tdt/: ST_%
limy o+ x[(t) = — % und lim;_,o- x;(t) = —3%
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Losung der homogenen Differentialgleichung Ly2(t) =0
2o(t) = Ae! + Be™%

2(t) = x7(t) + 2o (t) = 27(t) + Ae! + Be™2

(6) = (1) + (1) = 7}(0) + Ae! —2Be

2(0)=-2+A+B=0
x’(O):——+A 2B =0
— A= gundB—O

b alt) = w(t) + § = —3H(-0¢' + HO)(-155" — 1) + §e' = (e - HOC5 + )
= —H@)(= + 15

Anmerkung: aus der Losung des Bsp.8.3

G(t,t/) :ae—Q(t—t’) +ﬁet—t’ lH( _ /)(_ —2(t—t") + t—t’)
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ndbeding:ung 2(0) =01ist, gilt a=0und 8 =0
<> <><—j’+ 55)
a'(t) = —o(t)(* +155) - H() (S5 — %) = /(0) =0

9.3 Sturm-Liouville-Problem

Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:

(5 [p@) ] +a(z) +Ao(2)) y(x) = 0 = p(z)y” (z) + ' (2)y' (x) + g(x)y(z) + Ap(a)y(z) = 0

a) " (z) + 3y (2) + (2 + \y(w) = 0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

P(@)/p(x) = 3, a(2)/p(x) = 2 und Ap(x)/p(x) = A

— log(p(z)) = 3z — p(z) = €37, g(z) = 26 und p(z) = €3* — (L [37L] 42637 4+ \e?) y(2) =0
b) 2%y (z) + ay' () + Ay(z) =0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

Y(@)/pla) =1/, a(o)/p(e) = 0 wnd p(o)/p(o) = 1fa*

— log(p(z)) =logz — p(z) =2, q(z) =0 und p(z) =1/z = (L [zL]+ 2)y(z) =0



