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1 [30 Punkte]

y1 = −x1 und y2 = 5x2 → Ax1 = −x1 und Ax2 = 5x2

x1 und x2 sind die Eigenvektoren des Tensors A.
x1 = e1 + e2 und x2 = e1 − e2 → x1 · x2 = 0 (orthogonal)

Spektraltheorem A = − |x1〉〈x1|
〈x1|x1〉

+ 5 |x2〉〈x2|
〈x2|x2〉

= 2|e1〉〈e1| − 3|e1〉〈e2| − 3|e2〉〈e1|+ 2|e2〉〈e2|

D = An = (−1)n |x1〉〈x1|
〈x1|x1〉

+ 5n |x2〉〈x2|
〈x2|x2〉

= 1
2 (((−1)n + 5n)|e1〉〈e1|+ ((−1)n − 5n)|e1〉〈e2|+ ((−1)n − 5n)|e2〉〈e1|+ ((−1)n + 5n)|e2〉〈e2|)

2 [30 Punkte]

a) f i = gijfj → wij = gij wobei (gij) =

(

2 3
3 9

)−1

= 1
9

(

9 −3
−3 2

)

b) M = mij |fi〉〈fj | = mij |f
i〉〈f j | wobei mij = gikm

kℓgℓj und (mij) =

(

−5 −12
−3 9

)

c) e2 = cf2, Normierung : e2 · e2 = c2f2 · f2 = c2g22 = 1 → c = 1/3
e1 is orthogonal zu e2 und auch f2 → e1 = df1

Normierung e1 · e1 = d2g11 = 1 → d = 1 → e1 = f1 = f1 − (1/3)f2

(sji) =

(

1 0
−1/3 1/3

)

3 [40 Punkte]

a) Lx = ∂x
(

x2∂x
)

und Ly = ∂y
(

(2y − y2)∂y
)

= (2y − y2)∂2
y − 2(y − 1)∂y

Differentialgleichung : − 1
2x2P (y)LxR(x)− 1

2x2R(x)LyP (y)− 1
x
R(x)P (y) = ER(x)P (y)

→ 1
R(x)LxR(x) + 2x+ 2x2E = − 1

P (y)LyP (y)

Da die Gleichung für beliebige x und y gilt, müssen die beiden Seite konstant sein.
1

R(x)LxR(x) + 2x+ 2x2E = − 1
P (y)LyP (y) = Z

→ ∂x
(

x2∂xR(x)
)

+ 2xR(x) + 2x2ER(x)− ZR(x) = 0 und (2y − y2)P ′′(y)− 2(y − 1)P ′(y) + ZP (y) = 0
b) (2y − y2)

∑∞
n=0 un(n+ σ)(n+ σ − 1)yn+σ−2 − 2(y − 1)

∑∞
n=0 un(n+ σ)yn+σ−1 + Z

∑∞
n=0 uny

n+σ = 0
→

∑∞
n=0 un[−(n+ σ)(n+ σ− 1)− 2(n+ σ) +Z]yn+σ +

∑∞
n=0 un[2(n+ σ)(n+ σ− 1)+ 2(n+ σ)]yn+σ−1 = 0

→
∑∞

n=0 un[−(n+ σ)(n+ σ + 1) + Z]yn+σ +
∑∞

n=−1 2un+1(n+ σ + 1)2yn+σ = 0
Koeffizientenvergleich
yσ−1 Term : u0σ

2 = 0 → σ = 0 weil u0 6= 0
yn+σ Term (n ≥ 0): un[−(n+ σ)(n+ σ + 1) + Z] + 2un+1(n+ σ + 1)2 = 0

→ un+1 = (n+σ)(n+σ+1)−Z

2(n+σ+1)2 un = n(n+1)−Z

2(n+1)2 un

c) Wenn Z = 2, un+1 = n(n+1)−2
2(n+1)2 un

u1 = −u0, u2 = 0 und un = 0 für n ≥ 3 → PZ=2(y) = (−y + 1)u0

Wenn Z = 6, un+1 = n(n+1)−6
2(n+1)2 un

u1 = −3u0, u2 = − 1
2u1 = 3

2u0, u3 = 0 und un = 0 für n ≥ 4 → PZ=6(y) = ((3/2)y2 − 3y + 1)u0

d) Die Sturm-Liouville’schen Gestalt: ∂y
(

(2y − y2)∂yP (y)
)

+ZP (y) = 0 wobei Z der Eigenwert ist. w(y) = 1

1


