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1 [ 35 Punkte ]

a)[6] d
dt
di = γεijkdjBk

Alternativ : Orthonormalbasis {e1, e2, e3}
d
dt
diei = γdjej ×Bkek = γεijkdjBkei

b)[6] d
dt
di = Xijdj → Xij = γεijkBk

X =





X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33



 = γ





0 B3 −B2

−B3 0 B1

B2 −B1 0





c)[8] [A,B] = 0 → AB = BA
Wenn x ein Eigenvektor der Matrix A ist, Ax = αx. → A(Bx) = BAx = αBx. Bx ist ein Eigenvektor der
Matrix A mit dem Eigenwert α.
→ Bx = βx, d.h. x ist auch ein Eigenvektor der Matrix B.
Ax = λx → (A− λI)x = 0

Sei x =

(

1
a

)

,

(

−5− λ −3
−3 3− λ

)(

1
a

)

=

(

−5− λ− 3a
−3 + 3a− λa

)

= 0

→ 0 = (−5− λ− 3a)a− (−3 + 3a− λa) = −3a2 − 8a+ 3 = −(3a− 1)(a+ 3) → a = 1/3,−3
Die Eigenvektoren von A sind (1,−3) und (3, 1). Sie sind auch die Eigenvektoren der Matirx B.
(Eigenvektoren c1(1,−3) und c2(3, 1) (c1, c2 6= 0) sind auch korrekt)
d)[6] Wenn (i, j, k) eine Permutation von (1, 2, 3) ist, ist das Parallelepiped ein Einheitswürfel, d.h. V = 1.
Sonst V = 0
alternativ : Volumen V = |ei · (ej × ek)| = |ei · εℓjkeℓ| = |εℓjkδiℓ| = |εijk|
e) [9] xi∂i(x

jxj) = xi(∂ix
j)xj +xixj(∂ixj) = xi(∂ix

j)xj +xixj(∂ix
kgkj) (oder = xi(∂ix

j)xj +xixj(gik∂
kxj)

)
= xiδji xj + xixjδki gkj = xixi + xixjgij = 2xixi = 2|x|2

alternativ : xi∂i(x
jxj) = x · ∇|x|2

Das Ergebnis ist unabhängig von der Basis
In einer Orthonormalbasis, x · ∇|x|2 = x′

i∂
′

i(x
′

jx
′

j) = x′

i2x
′

jδij = 2|x|2

2 [ 25 Punkte ]

a)[8] 〈vi|vj〉 = δij : Orthonormalbasis
W|vi〉 =

∑

j ωj |vj〉〈vj |vi〉 =
∑

j ωjδij |vj〉 = ωi|vi〉 (ohne Summe über i)
vi : Eigenvektoren des Tensors W
b) [6] d

dt
|yi(t)〉 =

d
dt
Pi|r(t)〉 = Pi

d
dt
|r(t)〉 = PiW|r(t)〉

= |vi〉〈vi|
∑

j ωj |vj〉〈vj |r(t)〉 = ωi|vi〉〈vi|r(t)〉 = ωiPi|r(t)〉
c) [11] r = riei = r′ivi mit ri = r′jsij
yi(t) = eωitPi|r(0)〉
r(t) =

∑

i Pir(t) =
∑

i yi(t) = (
∑

i e
ωitPi)|r(0)〉

Z =
∑

i e
ωitPi

Pi = |vi〉〈vi| = sjiski|ej〉〈ek| (ohne Summe über i)
zjk =

∑

i sjie
ωitski

Alternative Lösung :
a) In der Basis {e1, e2}

|v1〉〈v1| →
1

25

(

9 12
12 16

)

und |v2〉〈v2| →
1

25

(

16 −12
−12 9

)

W → 1

25

(

9ω1 + 16ω2 12(ω1 − ω2)
12(ω1 − ω2) 16ω1 + 9ω2

)

Eigenvektoren : 1

25

(

9ω1 + 16ω2 12(ω1 − ω2)
12(ω1 − ω2) 16ω1 + 9ω2

)(

1
x

)

=

(

9ω1 + 16ω2 + 12x(ω1 − ω2)
12(ω1 − ω2) + x(16ω1 + 9ω2)

)

muss paral-

lel zum (1, x) sein.

1



x(9ω1 + 16ω2) + 12x2(ω1 − ω2) = 12(ω1 − ω2) + x(16ω1 + 9ω2)
12x2(ω1 − ω2)− 7x(ω1 − ω2)− 12(ω1 − ω2) = 0
(3x− 4)(4x+ 3) = 0 → x = 4/3,−3/4
Eigenvektoren (3, 4) und (−4, 3) (oder v1 und v2 wenn normiert)
b) In der Basis {e1, e2}

y1(t) →
1

25

(

9 12
12 16

)(

r1
r2

)

d
dt
y1(t) →

1

25

(

9 12
12 16

)

d
dt

(

r1
r2

)

= 1

25

(

9 12
12 16

)

1

25

(

9ω1 + 16ω2 12(ω1 − ω2)
12(ω1 − ω2) 16ω1 + 9ω2

)(

r1
r2

)

= ω1

25

(

9 12
12 16

)(

r1
r2

)

y2(t) →
1

25

(

16 −12
−12 9

)(

r1
r2

)

d
dt
y2(t) →

1

25

(

16 −12
−12 9

)

d
dt

(

r1
r2

)

= 1

25

(

16 −12
−12 9

)

1

25

(

9ω1 + 16ω2 12(ω1 − ω2)
12(ω1 − ω2) 16ω1 + 9ω2

)(

r1
r2

)

= ω2

25

(

16 −12
−12 9

)(

r1
r2

)

c) Aus b)

y1(t) = eiω1ty1(0) →
eω1t

25

(

9 12
12 16

)(

r1(0)
r2(0)

)

y2(t) = eiω2ty2(0) →
eω2t

25

(

16 −12
−12 9

)(

r1(0)
r2(0)

)

r(t) = y1(t) + y2(t) →
1

25

(

9eω1t + 16eω2t 12(eω1t − eω2t)
12(eω1t − eω2t) 16eω1t + 9eω2t

)

3 [ 40 Punkte ]

a)[8] Eigenwertgleichung : (A− λI)x = 0
〈f i|(A− λI)|x〉 = 〈f i|(A− λI)xj |fj〉 = (aij − λδij)x

j

Eigenwerte :

det(aij − λδij) =

∣

∣

∣

∣

4− λ 5
−1 −2− λ

∣

∣

∣

∣

= (λ− 4)(λ+ 2) + 5 = λ2 − 2λ− 3 = 0 → λ = 3,−1

Eigenvektoren :
(

4− λ 5
−1 −2− λ

)(

x1

x2

)

=

(

4x1 − λx1 + 5x2

−x1 − 2x2 − λx2

)

= 0

Wenn λ = λ1 = 3, (x1
1, x

2
1) = (−5, 1)

Wenn λ = λ2 = −1, (x1
2, x

2
2) = (−1, 1)

b)[7] Wenn xi linear unabhängig, müssen b1 und b2 für bixi = 0 verschwiden.
bixi = bisjifj = 0 → Weil fj linear unabhängig (eine Basis) ist, bis1i = 0 und bis2i = 0.
Wenn S−1 existiert, gilt b1 = 0 und b2 = 0.

detS =

∣

∣

∣

∣

−5 −1
1 1

∣

∣

∣

∣

= −4 6= 0

alternativ : linear unabhängig → x1 und x2 nicht parallel
x1 × x2 = (−5f1 + f2)× (−f1 + f2) = −5f1 × f2 − f2 × f1 = −4f1 × f2
Für eine Basis sind f1 und f2 linear unabhängig und f1 × f2 6= 0 → x1 × x2 6= 0
c)[7] xi = sjifj und xi = hi

jf
j

Orthogonalität der dualen Basis : δij = xi · xj = hi
kf

k · sℓjfℓ = hi
ks

ℓ
jδ

k
ℓ = hi

ks
k
j

H = S−1 =

(

−5 −1
1 1

)

−1

= 1

4

(

−1 −1
1 5

)

x1 = −(1/4)(f1 + f2) und x2 = (1/4)(f1 + 5f2)
d) [10] Wir nehmen an, dass e1 = cf1. Normierung : e1 · e1 = c2f1 · f1 = c2g11 = c2 = 1 → e1 = f1
e2 ist orthogonal zu e1, d.h. orthogonal zu f1 → e2 = cf2 = cg2ifi

metrischer Tensor bezüglich der dualen Basis (gij) =

(

1 3
3 13

)

−1

= 1

4

(

13 −3
−3 1

)

e2 = c
4
(−3f1 + f2) mit Normierung : e2 · e2 = c2/4 = 1 → c = 2 → e2 = 1

2
(−3f1 + f2)

2



(

e1 e2
)

=
(

f1 f2
)

Q =
(

f1 f2
)

(

1 −3/2
0 1/2

)

e2 = 1

2
(3f1 − f2) auch korrekt. In den Fall Q =

(

1 3/2
0 −1/2

)

alternative : mit Gram-Schmidt Verfahren : y = f2 − (e1 · f2)e1 = f2 − (f1 · f2)f1 = f2 − g12f1 = f2 − 3f1
e2 = cy (siehe oben für die Normierungsfaktor c)
e)[8] a′ij = 〈ei|A|ej〉 = qki〈fk|A|fℓ〉q

ℓ
j = qkigkm〈fm|A|fℓ〉q

ℓ
j = qkigkmamℓq

ℓ
j

(a′ij) =

(

1 −3/2
0 1/2

)T (

1 3
3 13

)(

4 5
−1 −2

)(

1 −3/2
0 1/2

)

=

(

1 −2
−2 1

)

Wenn e2 = 1

2
(3f1 − f2), (a

′

ij) =

(

1 2
2 1

)
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