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2. Test - Losungen 21.01.2022

1 [ jeweils 10 Punkte |
a) Substituieren y = —3z, dy = —3dx, Integralgrenzen y =0... — 3:

! 13 I 1
/ e’ §(1 —3x)dx = —7/ e Y351+ y)dy = f/ e VB8(y+1)dy = —et/3,
) 3/, 3/, 3

alternativ : 6(1 — 3z) = (1/3)d(x — 1/3), fol e §(1 —3z)dx = fol e” (1/3)6(x — 1/3) da = %e'/3.

b) Die Werte von (z,y) mit 1 — 2 — y = 0 entsprechen einer Geraden mit y =1 — x.

Wobei 1l —z—y>0firl—z >y ' Hl-z-y)=1

Daher gilt H(1 —x —y) =1 fur

{(z,y) €[0,1]* | z € [0,1] und y € [0,1 — ]}
1

fo fOIH(lfx—y)dydm

—x y 05
= fol 01 1dy dx
= [y 1—wde =[x —a%/2)li_y = 1/2
oder (graphisch) die Fliche fiir welche H(1 — 2z — y) = 1, das
entspricht dem Dreieck in der Skizze mit Flicheninhalt = 1/2 o = :
x
¢) ¥(x,y) = f(x)g(y)
(1= =)y f"(2)g(y) — 2y f'(x)g(y) + 2f(z)g'(y) = 0
(—a®)f"(z)—af'(x) _ =29'(y)
f(@) y9(y)
Gleichung gilt unabhéngig von z,y, beide Seiten gleich setzen mit einer Konstante A.

Differentialgleichung in y: ¢'(y) = 72’\yg(y)
1

Differentialgleichung in x: (1 — z2) f"(z) — xf'(x) — Af(x) =0

d) Ansatz: f(z) = ag + ag? fiir Differentialgleichung (1 — 22) f”(x) — zf'(z) + A\ f(x) = 0.
Ableitungen f'(z) = 2aox und f”(z) = 2ay in die Differentialgleichung einsetzen
(1 —22)f"(z) — 2f () + Af(x) = 2(1 — 2%)as — 2a222 + M ag + azx?) =0

Koeflizientenvergleich:
22 —dasx® 4+ Aasx? =0, = as = 0 oder A =4
2% 2a9 4+ Aag =0 = ag = f%ao

Wenn ag = 0, ag = —2%2 = 0. f(z) = 0 erfiillt nicht die Randbedingung f(1) = 1.
Wenn A\ = 4, ay = —2ag Losung lautet f(z) = (1 — 22?)ao, fiir = 1 soll gelten f(1) = 1, wir erhalten
ap = —1: f(z) =222 — 1.

e) Differentialgleichung in Sturm-Liouville’sche Gestalt (p(z)y'(x)) + Ap(z)y(x), wobei g(z) = 0.
vergleich mit urspriinglicher Form 3" (x) 4+ %y'(m) + )\%y(m) =0

mit p'(z)/p(x) = 1% = % —1—>logp=logax —x — p(x) =ze™*
% = 1 also gilt p(z) = @ =e "

Die Funktionen y,, sind Eigenfunktionen einer Sturm-Liouville Differentialgleichung mit Eigenwerten A\, = n
und Gewichtsfunktion p(z) = ™%, daher erfiillen die Funktionen y,, die gewiinschte Orthogonalititseigenschaft

mit dieser Gewichtsfunktion.

2 [ 20 Punkte |

) () = (r cos(6), rsin(6))

s 4y f cos(0) —rsin(0) . . o .
S={e e} = ( sin(6)  rcos(9) Transformationsmatrix ergibt sich aus Tangentialvektoren

1



g = STS<
V =ydetg' =r

b) In Basis {e1, ea} geschrieben haben wir

e, = cos(f)eq +sin(f)es, und e; = —rsin(f)e; + rcos(f)es

Wir haben x = ze; + yes, = rcos(f) und y = rsin(f) ergibt x = re/,
Gradient in Polarkoordinaten schreiben

Vo(r,0) = e"0,¢(r,0) + e?9p¢(r, ) mit dualer Tangentialbasis {e”,e"?}
x = re/. einsetzen ergibt die gewiinschte Identitét.

O =
ﬁ
N————

3 [ 30 Punkte ]
o isw isw
f (z— zws)(x zwl) dr =limp o f R (3: 1wz)(ac w1 dx
Notatlon Kurve "=’ von —R bis R, <’ von R bis —R in negative Richtung
Kurve \, parametrisiert z = Re® mit 6 von m bis 27.

Wir haben [ =~ [_und [_=[_, .~ J_

Wir zeigen, das Integral iiber die Kurve "+’ verschwindet fiir R — oo.
Transformicren, z = Re'?, dz = iRe*®df ,
eis® 2 i eieeisRel
Jo e 4 = [, e ey 40
Nebenrechnung:
isRe® = isRcos(f) — sRsin(0)
|iR€i9€iSRele| — Re— SR sin(0)
e *1sin(0) < 1 weil sin(G) <0 fiir € [7,27] und s < 0.
R 1 fiir R — oo.

|(R919—muo)(Relg—zwlﬂ
— R de‘gff” R 490, firx R— .

m  (Re? —iwg)(Re'? —iwy) [(Re®? —iwg ) (Re? —iwq )|
Daher, Integral iiber die Kurve ’ «’ verschwindet fiir R — co.

Fiir das Integral iiber die geschlossene Kurve * — &+’ wenden wir den Resdiuensatz an, die Singularitidten
des Integranden innerhalb der geschlossenen Kurve (fiir R grof} genug) sind swp und iwq, wir erhalten

' ois® o gisw |  emswo
Resz‘”wﬂ [(I*iﬂ)(})(f*i’wl)] - (zfiwl) r=iwg  (wo—wi)

' 15T i | e
Resx_”'wl [(w—iwo)(x—iwl)] - (w—iwl) r=iw;  (wi—wo)
Residuensatz

Josow sy 4 = 2mi (Reseiu, [m] + Resgiw, [m]) =2m =

isa —swg _g—swy

Wir erhalten ffo —t——— < dr = —2n¢ =
oo (x—iwo)(x—iwy) wo—w1
Anmerkung: Diese Aufgabe kann auch mit einer Partialbruchzerlegung gelost werden, eine Partialbruchzer-

legung ist aber nicht notwendig.

—swQ _g—swy

b) Greensche Funktion G(t,t') mit £,G(t,t') = 6(¢t — t') berechnen.
Mit der Fourlertransformlerten G der Greenschen Funktion gilt
Gt,t)=G({t-1t) L G(w) et duy
Die Gleichung EtG(t - t ) = 5(t —t ) im Fourierraum ergibt
(iw — 2)(iw — 3)G(w) = 1
Umformen (iw — 2)(iw — 3) = i%(w + 2i)(w + 3i) = —(w + 2i)(w + 37)
(w+2i)(w+3)G(w) = -1 = Gw) = m
Fiir die inverse Fouriertransformation schreiben wir die Notation um: ¢ — ¢ — s und w — x. Wir erhalten
das Integral

—1 [ ~ isx _ isw
Jooe Gla) e de = —(2m) ™" [ i de
Fir s >0und s <0 Verwenden wir die Losung aus (a) mit wg = —2 und w; = —3 und dem Hinweifl um
das Integral zu l6sen. Wir erhalten
2(t—t") _ ,3(t—t") t—t <0
)y =13 € € ) )
G ) { 0, t—t' >0.

Bow. G(t — ') = H(—(t — t'))(e2(t=t) — 3011,



