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10. Tutorium - Lésungen 14.01.2022

10.1 Legendre-Polynome

a) y(x) =Y 00 jana™, y(z) =30  gnaz" ' und  y’(z) = > n(n — 1a,z" 2
(1 —a?)y"(z) = 229/ (2) + My(@) = 372 gn(n — Daga™ 2 + 307 g aga™(—n(n — 1) = 2n+ )
Erster Term dieser Summe: Index verschieben > >~ 1 n(n — 1)a,z" 2 =32 ,(n+2)(n+ 1)ay1o2™
die Terme mit n = —2 und n = —1 sind null, iibrig bleibt >_>° ((n + 2)(n + 1)a,422™.
Zweiter Term: vereinfachen Y~ jan,z™(—n(n—1) = 2n+X) = > ja,z" (A —n(n + 1))
= Y on(n—1)az" 2+ 3 Jaga™(—n(n—1) = 2n+X) = 307 2" [apt2(n+2)(n+1) + an (A —n(n+1))]
Fiir (1 — 2?)y”(z) — 22y/(z) + Ay(x) = 0 erhalten wir mit Koeffizientenvergleich
anro(n+2)(n+1)+a,(A—nn+1)=0 — apy2= —an((;\l:_g)(ig;ll);
Lege als Rekursionsstart ap und a; fest, wir erhalten
wihle A=k(k+1), mit k=0,1,2,...
k=0,2,4,... gerade:
Wihle ag # 0 und A = k(k + 1), wir erhalten aj # 0 und agy2 = 0,
aus der Rekursion ergibt sich ap42¢ = 0 (ungerade, > k) fiir £ = 1,2,3,.... wihle a; = 0 fiir agp—1 = 0.
k=1,3,5,... ungerade:
Wiéhle a; # 0 und A = k(k + 1), wir erhalten a; # 0 und ag42 = 0,
aus der Rekursion ergibt sich ax49¢ = 0 (gerade, > k) fir £ =1,2,3,.... withle ag = 0 fiir agy = 0.
Zusammengefasst, das Polynom Py (z) welches sich aus A = k(k + 1) ergibt ist vom Grad k und hat entweder
nur gerade oder nur ungerade Potenzen.
b) Sei Py(x) = Zﬁ 0 allgn
k=0A=0, Pyz)=ay, PR(l)=1-=a) =1, Pyz)=
k=1,A=3 P =d's P1)=1-d'=1 P@)=2
]

k=2,A=6, P(z)= [2]x2 + a([)z}, mit Rekursion: a[2 =—3%a ([)2} = —3a([)2]
— Py(z) = a[22]x2 + a[ ] 3a[2]x2 + am r=11=P1)= —2a£)2 , = a?} =-1/2 = Py(z) = £(32% - 1)
Orthogonalitét

f_ll Po(m)Pl (x)dx = fl xdr = %2’1771 =0
fl Py(z (x)dx:f 1322 — 1)dx = (a3

S P P2< Jdw = [, 5(32° —xdw-%(% % Ay =0

¢) Umschreiben in Sturm-Liouville Form (- [p(z)-L] + g(z) +n(n + 1)p(z)) y(z) = 0 — p(2)y” (z)+p' (2)y' (z)+

q(x)y(z) +n(n+1)p(r)y(z) =0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

P (x)/p(x) = =2x/(1 — 2°), q(z)/p(x) = 0 und p(z)/p(z) = 1/(1 — 2?)
— log(p(z)) =log(l — 2?) — p(x) =1 —22, g(x) =0 und p(z) =1 — (% [(1 — xz)%] +n(n+ 1)) y(x) =0

10.2 Koordinatentransformation und Separationsansatz

a) wie in UE 6.
Transformationsmatrix S entspricht Jacobi matrix,
sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing

S=| sinfsin¢g rcosfsing rsinfcos¢
cosf —rsin6 0
1 0 0
g =8Ts=[ 0 r? 0
0 0 7r2sin0
Berechne g'* = (¢%) mit g’* = TTT = g'~!



1 0 0
g =10 1/r? 0

0 0 1/(r’sin?0)
V =+/detg’ =r%sinf
aus Beispiel 6.2 j), VZ(x) = %6‘; (Vg'ijﬁéw(x))
V und ¢’V einsetzen ergibt das gewiinschte Ergebnis.
b) Ansatz: ¥(x) = R(r)Q(0)F(¢)
Differentialgleichung (£, R)QF + r~2(LoQ)RF + -5 (LsF)RQ + 2RQF = —2ERQF
mit £, = r720,(r%0,), Loy = sin™' 00y (sin 69y), und Ly= 82
multiplizieren mit r2/(RQF) : r?R™1L,. R + Q lL'gQ + gm2 7
= r?R7IL,R+2r +2Er? = —Q71LyQ — m?g Ly F
linke Seite: Funktion von r, rechte Seite: Funktion von 6, ¢
— Die Gleichung gilt fiir beliebige r, 8, ¢ nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhingig von r, 0, ¢).

r?R™'L.R + 27' +2Er =71 — LR+ (2/r)R— (Z1/r>)R+2ER =0

7Q 1£9Q Sln20 71£¢F = Zl
multiplizieren mit — sin? @ — sin? 0Q 1 LyQ + Z; sin’ 0 = —F_1£¢F
Die Gleichung gilt fiir beliebige 6, ¢ nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhéngig von 6, ¢).
sin? 0Q 1 LoQ + Zysin® 0 = Zy — LoQ + Z1Q — 53;Q =0 und Ly F = —Z,F

—igLWﬂRw»+§?mm—%mm=ERm

_1£¢F +2r = —2Fr?

2r 2
0 (sin00,Q(0)) + Z1Q(0) — —2-Q(6) = 0
sing ! St ! sin? 6 N
O3F = —ZyF
c)u=-cosf+1, Plu)=Q()
4 _dud _ _gpgd

L0 (sin00pQ(0)) + Z1Q(0) — =%5Q(0) = 0 — —9, (—sin® 00, P(u)) + Z1 P(u) — 55 P(u) =0
sin?f =1 — cos?0 = (1 — cos0)(1 4 cosf) = (2 — u)u
— Oy ((2u — u?)0, P(u)) + Z1P(u) — 5225 P(u) =0

10.3 Frobenius-Methode

a) p1(x) = f&fﬁ) und po(x) = ﬁ

Fiir den Punkt g = 0, multipliziere mit z,

api(x) = (gfgz) und xpy(r) = %5, beide Terme sind < oo fiir 2 — 0.

Fiir den Punkt ro = 1, multipliziere mit = — 1,

(x — Dp1(x) = Ww und (z — 1)pa(z) = Z=1, beide Terme sind < oo fiir z — 1.

Die Punkte z = 0 und = = 1 sind reguléire Singularitéiten.

b) y(:c) = ZZO:O anI"+‘77 yl(gj) = Zzozo(nJrJ)ananrafl und y”(:r) _ ZZOZO(n+O_)(n+O_71)an$n+072'
0= a(z— " + (€ + 30)y +y = (4 — D)y + (€ +30)y' +y

Yoneo(@® —@)(n+ o) (n+ 0 — Dapa" 72+ 370 (€ + 3x)(n + 0)ana" T+ 3000 ana e
=Y ([(n+o)n+o—-1)+3n+0)+1]apa"™ + [£— (n+0—1)](n+0)a,z" )
betrachte den Term niedrigster Ordnung in z fiir n = 0, mit ag # 0 erhalten wir
oc(—oc+1)=0, o=0,1+¢

¢) Potenzen in z zusammenfassen, dazu ein Index shift

Yooz ([(n+o)n+o—-1)+3n+o)+1ag+ [E—(n+0)](n+1+0)ans1) =0

" _ (nto)(nto—1)43(n+o)+1
— an+1 - (5_(,”_,’_0.))(”_,'_1_,'_0) Qg

vereinfachen (n+o)(n+o0 —1) 4+ 3(n+ U) +l1=Mn+oc+1)(n+o+1)
(nt+o+1)(n+to+1) _ n+0+1

— Ont1 = — (6—(n+o))(n+1+40) an = n+o— 5
£E=1/2:0=0,

Ap+1 = nn,iJ]r_}Qan

a; = —2@0, a9 = 4(11 = —8@0
c=1+¢=23/2,

an+41 = 22(21?) (29

a; = %ao

Qg = 701 = %ao



Fiir die ersten Terme der allgemeine Losung y = ayj,—o] + byjo=1+¢) erhalten wir

y(z) =a(l—2z— 82 +...) +ba*2(1+ 2+ 28 +..)

Bemerkung: Diese Reihe konvergiert nur fiir « klein genug.

d)¢=0,0=0,1.

Wir haben o9 — 07 € N, wihle o = 1 fiir die erste Losung

(starte in dem Fall o3 — 01 € N mit der groseren Wahl fiir 0.)

In der Rekurstionsformel fiir a,11 in ¢) oben setzen wir ¢ = 1 und £ = 0 ein, wir erhalten

Any1 = nﬁan = Zﬁ 2tlg, 1 =...=(n+2)ag Teleskopsumme

Fiir a,, erhalten wir also a,, = (n + 1)a0

die Losung zu o = 1 lautet y;(z) = xzn Oan =z (n+agz™ =z 07 nagz™
g gnat =g LS g =g d L = oy fir |z] <1, Ableitung der geometrischen Reihe.

Die erste Losung lautet also

yi(z) = g5z a0

Finde eine zweite Losung.

Fiir o = 0 erhalten wir a,1 = %an, daher a = %ao

Die Reihenentwicklung fiir diesen Fall ist nicht erfolgreich, da ¢ = 1 auch eine Losung ergibt und mit dem Fall

o = 0 zusammentrifft.

Zweite Losung ergibt sich mit Ansatz ys(z) =

yh(@) = v (@) [ o(@)de +y(@)o(), o (a)

yo in Differentialgleichung einsetzen:

Lyyz(z) = z(x — 1)yy (x) + 3y () + y2(2)
= x(x - 1)( "(x) [ o(@)da + 241 (2)0(@) + 1 (20 (@) + 32 (4 (2) [ v(@)dz + 1 (@)o(@)) + p1(2) [ v()da
= [v(@)dx (a(z — L)y} (2) + 329} (2) + 1 (2) +a(@ — 1294 (@)o(2) + 2(z — Dy (@)’ (x) + 3zys (@)v(x)

Ly1=0

Daher, fiir Liy2(x) = 0 bendtigen wir (z — 1)2y1 (z)v(x) + x(z — 1)y1 (z)v'(x) + 3zy1 (z)v(x) =0

};o/rmelausdriicke vereinfachen und zusammenfassen:

o i =

Wir haben g4 () = (1+ 25) bz ao und 3} (2)/31 (@) = & + 12

Einsetzen ergibt

V(@)/o(e) = 22+ 125) + 2] =~ — 2 = logu(a) = ~2log(x) + log(1 — 2) > v(x) = 1=

)]ao

y2(2) = y1(2) fv(x)dx = (1—1@2 [*  —log(x - ltfic;g)(zx)

y1(x) [ v(z)dz, Ableitungen von yo ergeben:
v (z) [o(z)de + 2 (2)v(2) + g (2)0' (2)




